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�� #c��� ���� .(�	* VH� ��K0� #� � E�! +̀>Y �! �� ,��M ()* '�0���" �	� ��� +�>� #� ��

�� a�	�2 Z��? � ���� ���[ #� ��� =��	� ���� .�>;T 	� È�! 	�] �� -*, ��_� d̀��0� ��  ��
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   3                                                                                                                   آنالیز برداري:فصل اول

 

   مقدمه-1-1
ان و ی بیم شد، چگونگی مواجه خواهی مختلفیکیزی فيها تیس با کمیدر درس الکترومغناط

م که یدان ی، میاز طرف. ن درس استی ایاز لوازم اساس) ن آنهای ارتباط ببعضاً و( ها تین کمیمحاسبۀ ا
 اسکالر فقط يها  تیکم. شوند یم می تقسي به دو دستۀ اسکالر و برداریکیزی فيها تی کمیدر حالت کل

 ي، علاوه بر اندازه داراي برداريها تین حال کمیار ساده است، با ای اندازه بوده و کار با آنها بسيدارا
با . کنند ی نميروی اسکالر پيها تی کمي آنها از قواعد مرسوم برايات انجام شده بر رویجهت بوده و عمل

ز ی آنالین فصل به بررسی دارند، در اي برداریالب قیسی الکترومغناطيها تیشتر کمینکه بیتوجه به ا
ه با یات پایاضی که در درس ریم با مرور سادة مطالبیدر ضمنِ فصل، قصد دار. م پرداختی خواهيبردار

س ی الکترومغناطي درك تئورير را برای، مسیکیزید و سپس ارتباط آنها با مباحث فیا آنها آشنا شده
 کرده و فقط آنچه را که لازم است، ي، خودداریاضیدة ریچیک و پی تئورلذا از ذکر مباحث. میآماده ساز

! ستین نی مهمتریس است ولیر در درك الکترومغناطین مسی اوليز برداری با آنالییآشنا. میکن یارائه م
م یکه در ضمنِ فصل به آنها اشاره خواه (يز برداریِ آنال يم که فقط مطالب کاربردیکن ید میپس تاک

  .دی کنين قسمت خودداریش از حد در ایفرا گرفته و از صرف زمان برا ) کرد
 یر بررسی زین فصل و در سه عنوان اصلی را در ايز برداری جامع در آناليها موارد فوق و بحث

  :میکن یم
 يجبر بردار -1        
 دستگاه مختصات متعامد -2        
 يحساب بردار -3        

 هر يشوند، برا یح میگر به صورت کامل تشری و دو عنوان ديآورادیمورد اول فقط به صورت  
 متعامد به يها  کامل با دستگاهییآشنا. اند  مطرح شدهینات مختلفیها و تمر ز مثالیها ن کدام از بخش

ن کاربرد آنها در حل مسائل یس و همچنیک و مغناطی الکترواستاتيها ها در حوزه ستمیل سیسبب تحل
 يه بر حساب برداریز تکی فصل نیهدف اصل. ار مهم استی بس،ها  با همان حوزه مرتبطيحساب بردار

 ی سادگيشوند، برا یان می بين فصل روابط متعددینرو در ایاز ا. س استی حل مسائل الکترومغناطيبرا
ن ی همچن.رندی قرار بگکادر مدل نیا د حفظ شوند در ی که بایم که روابطیکن یداد م جا قرار نیکار هم

ش ی نماΑ را به صورتA مثليت برداری کتاب، کميها  قسمتید که در تمامیجه داشته باشتو
 مرور ي برا صرفاًيشود که مبحث جبر بردار ید مین قسمت دوباره تاکیش از شروع ایپ. م دادیخواه

  .میکن ی آن بسنده منرو فقط به ذکر روابطیگردد، از ا یان میب
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  يق برداریجمع و تفر -1-2
 مثل (ات هر برداریاضیدر رA(لۀ اندازهی بوس)A ( و جهت آن)Aa (شود یمشخص م.   

A 
Aa
A

      ،     AA A a  

  .باشد ی مکیآن اندازه بوده و  Aجهت با همکه  ي برداریعنی  است،که جهتی بردار Aaدر آنکه  

 با یضلاع قابل جمع هستند، از طرفالا يمتواز م که دو بردار با استفاده از قواعد مثلث ویدان یم 
ق هم مشکل ی تفري، پس برا استآنبا الجهت  مختلفن یو همچن Aاندازة ، همAنۀینکه قریتوجه به ا

 .می نداریخاص
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 ر برقرار استین زیق بردارها قوانیدر جمع و تفر:  

                      1- BAAB                                   : ییقانون جابجا  
                      2- CBACBA    يریپذ قانون شرکت :                  )()(

 ق دو برداریجمع و تفراندازة  يبراA وBمیز داری ن:  
)       1-1                        (cos  C A B A B2 2 2 2   

)       1-2     (                   cos  D A B A B2 2 2 2  
  :که در آن

B:  ، BADو Aنیۀ بیزاو     ،    BAC   
 

   Aبردار :1-1شکل 
Aa 

  
  
  
  
  
  

A 

A 
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  ضرب بردارها -1-3
، ضرب يگریت اسکالر در بردار و د    ی، ضرب کم  یکی. شود  یم م ی تقس یستۀ کل ها به دو د     ضرب بردار 

، در مورد ضـرب  دهد  یر مییک بردار فقط اندازة بردار را تغ    یت اسکالر در    یضرب کم . گریکدیدو بردار در    
  :م کردی خواهیر را بررسی دو قالب زيبردار

 یا داخلی يضرب عدد -1-3-1
  دو بردار  يحاصلضرب عدد A و B     که بـا A . B  اسـت، برابـر بـا    يشـود، عـدد    یش داده م ـ  ی نمـا 

 :شود یمحاسبه م) 3-1(ن آنها که مطابق رابطۀ یۀ بینوس زاوی و کسB وAيها حاصلضرب اندازه

)1-3 (                                             . cosA B A B  

 میش داردک بردار در خوی ی حاصلضرب داخليبرا :  A . A A 2  

 میاگر داشته باش :  A . B ، A  ،  B  ن صورتی در اAو Bبر هم عمودند .  

 ر برداری اندازة تصویبطور کلAبرداري رو Bرابطۀز  اBB a.AA   دیآ ی بدست م.  

 ن دو برداریۀ بیزاوAو Bشود یجه مینت) 3-1( از رابطۀ ی به سادگزی ن:                

)1-4                                   (     cos
A B

 
A .B1  

  
  
  
  
  
  
  
  یضرب خارج -1-3-2
 دو بردار) يا برداری (یحاصلضرب خارجA وBکه به صورت A B شود،  یش داده مینما

ABAB  با اندازةBو A است عمود بر صفحۀ شامليبردار sinکه ،ABنیۀ کوچکتر بی زاوBو A 
  . گردد یاعدة دست راست محاسبه مز از قیاست و جهت آن ن

  
  
  
  

 B ي روAبردار  ری تصو:2-1شکل 

AB 
  
  

       

         B 

  
  

A  
  
 

  
  

BA  
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)1-5                                 (sin ABA B   nA B a  
 می داریدر ضرب خارج:  

                     1- ABBA                              ستیر نیپذ جا به   جا.  
                     2-CBACBA    .ستیر نیپذ     شرکت               )()(
                     3- CABACBA    .ر استیپذ عیتوز               )(

 آنها صفر استی حاصلضرب خارج، باشندياگر دو بردار مواز .  

   است که دو بردار اضلاع مجاور آنیالاضلاع ي دو بردار برابر مساحت متواز   یاندازة حاصلضرب خارج  
  .هستند

  
  ضرب سه بردار -1-3-3

  . دارندی کاربرد فراواني بردارن نکات در اثبات روابطِیا. در ضرب سه بردار دو نکتۀ مهم نهفته است
   سه برداريگانۀ عدد  ضرب سه-1
)1-6                          (            A . B C B . C A C . A B   
  .د دارد وجویگشت دورانی سه بردار جايگانۀ عدد  در ضرب سه- 

  
  ي بردارۀگان  ضرب سه-2
) 1-7                            (            A B C B A . C C A . B   

cabbackکه به رابطۀ معروف است .  
  

ک ی آن با ي و هم ضرب برداري اگر هم ضرب عدد،ن کردییتوان تع یک بردار مجهول را می  1-1مثال 
. دین کنیی را تعXک بردار معلوم است، بردار مجهولی Aنکهیرض ابا ف. بردار معلوم داده شده باشد

P.  داده شده باشندB و هم Pاگر هم  A .X ، XAB   
  

همانطور که در مطلب . میابی را بX بردار مجهولA مثلیبردار معلومم با استفاده از یخواه ی م:حل
ن یبا ا.  دارندي در اثبات روابط حوزة جبر برداریکاربرد فراوان) 7-1(و ) 6-1(ان شد، روابط یفوق ب
  .میکن یاستفاده م) 7-1( از رابطۀ Xدا کردنی پير برایتفاس
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)(:                            میسینو ی را مBΑیضرب خارج ابتدا XAABA                                                                                                                                       
cabbackحال از قاعدة   می دارکرده، استفاده:  

   P  
 

A B AX
A 2( ) (   ) (   ) P     A A X A A . X X A . A A A X2  

 ی با بردار معلومX بردار مجهولی و خارجیج ضرب داخلیهمانطور که مشاهده شد با استفاده از نتا
  .میابیم بردار مجهول را بی، توانستAمثل

  د؟ی از مسئله داشته باشی درستیکیزید تصور فیتوان یا می آ:سوال
  

 xا محور مرجع ب)3-1( هستند که مطابق شکل BوAکۀی ي بردارهاBa وAa بردار واحد 2-1مثال 
  .سازند ی را م ويها هیب زاویبه ترت

BA يبا در نظرگرفتن ضرب عدد )الف . aیعنی( هی اختلاف دو زاوینوسی بسط کسي برای فرمول 
cos( ) ( دیایب.  

)sin( يرا بی فرمول)ب  دیابی ب.   
  

 با کافی استن منظور یا يراـب. میآور یها را بدست م  واحد هر کدام از برداريها ابتدا بردار) الف: حل
  :میکن هیتجز هی بردارها را به عناصر پا)3-1(استفاده از شکل 

cos sin

cos sin
A x y

B x y

 

 

 
  

a a a
a a a

  

A:میریگ ی بهره می  حال از فرمول ضرب داخل   cos( )B A B   a . a a aم ینصورت توجه داری در ا
A, که  Ba a پس،اند کی برابر :      

                                         
  
  
  
  
  
  2-1شکل مثال : 3-1شکل   

        
      

 
 
 
 
 
 

y 

  

   
 

       
  

   
  
  
  

 x 

                   
  
  
  
  
  
  

 A 

  
   

 
 
 
 

B 
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 cos( ) cos cos sin sinA B         a . a  
  :کنیم  براي حل این قسمت از ضرب خارجی همان بردارها استفاده می)ب

                                    cossincossin)sin(  BA aa    

 sincoscossin)sin(   
  
   متعامديها  دستگاه-1-4

نقطه در محل تقاطع سه سطح  کی ي سه بعديدر فضا .دی دقت کن)الف تا ج  4-1( يها شکلبه 
xyzدر شکل الف تقاطع سه سطح  )ردیقرار گ تواند یما یو ( .ردیگ یقرار م ل داده یرا تشک P1 نقطۀ ,,
  .اند جاد شدهیا) هیرو( سه سطح ی از تلاقP3 و P2 يها ز نقطهیگر نیدر دو شکل د  .است

  

x
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

y 

  
  
  
  
  
  
  

                           z 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 , ,p r z2
 

x
 

y 

  
  
  
  
  
  
  

z
 

 , ,p x y z1
 

x 

  
  
  
  
  
  
  
  

z 

y 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 , ,p R  3
 

  
  
  
  
  
  
  

  

 نی دستگاه کارتز: الف-4-1شکل  

  
  

  
  
  
  

 يا  دستگاه استوانه: ب-4-1شکل  

 ي دستگاه کرو: ج-4-1شکل  

www.PowerEn.ir 



   9                                                                                                                   آنالیز برداري:فصل اول

 

,هاي ها با ثابت فرض کنید این سطح ,u u u3 2  بینید این ها می انطور که در شکلهم. تعریف شوند 1
u توانیم  مثلا می(اند   از جنس طول)  الف4-1(ها لزوماً طول نیستند، براي مثال تمام سطوح شکل

mxبگوییم صفحۀ   توان با هیچ مقیاس طولی نمایش   را نمی) ب4-1 (ولی سطح مخروطی شکل) 2
مثلا ( شناسیم  ها میzآنرا بر حسب زاویۀ مخروط با محور از اینرو ادد 15 .(در این  ا این تفاسیرب

نمودار  رویه طبق تعریف ، چرا کهنماییماستفاده ) رویه(از ) صفحه(بجاي کلمۀ  کنیم فصل سعی می
اما وجه مشـترك ایـن سه شکل را . شود امل میـ ش و این مفهوم، صفحه را نیز استههاي دو متغیر تابع
  :توان در جملۀ زیر خلاصه کرد می
  

, يها هیاگر رو " ,u u u3 2   ".م داشتی دو به دو بر هم عمود باشند، دستگاه مختصات متعامد خواه1
  

فـرد در  ر بحص منبه صورت نقطه را کی فوق بوده و بتواند      یژگی و ي را که دارا   ی هر سه سطح   یعنی
  .نمودان یک دستگاه مختصات بیتوان به عنوان  یش دهد، میفضا نما

اي  داراي این ویژگی بوده و آنها را به ترتیب با دستگاه کارتزین، استوانه         )   الف تا ج    4-1(هاي    شکل
کـه پـیش از   (هاي متعامـد   در این قسمت قصد داریم با بررسی این دستگاه        . کنیم  و کروي نامگذاري می   

پـیش از شـروع   . نیازهاي لازم براي درس الکترومغنـاطیس را یـاد بگیـریم    پیش) اید نها آشنا شده با آ  این
هـاي   بیـان نیـز   کاربردها و کرده واند را بررسی    بحث چند رابطۀ کلی که در هر دستگاه متعامدي صادق         

  .دهیم هاي بعد به صورت کامل شرح می مختلف آنها را در بخش

  :ر نوشته شودیتواند به صورت ز ی مAهر بردار مثل -1
)1-8    (                                 u u uA A A  A a a a

1 2 31 2 3  

 انجـام  ی و حجمی، سطحی خطيریگ اغلب لازم است انتگرال) يحساب بردار ( فصل   يدر بخش بعد   -2
ان ی ـهـا را ب   از مختـصات یکی یلیفرانسیر دیی متناظر با تغی طولیلیفرانسیر د یید تغ یشود در هر مورد با    

 iuهـا مـثلا    مختـصات یچنانچه بعـض  )میینماان ی بdx را باxراتیین، تغ یمثلا در دستگاه کارتز   ( .میکن
 iduیلیفرانسیر د ییتا تغ  لازم است    یلیب تبد یضر...)   ج و   4-1 شکل   یمثل سطح مخروط  ( طول نباشد 

  :ل کندی تبدidر طولییرا به تغ
)1-9         (                                     iii duhd    
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, از یتواند تابع یشود و خود م یده میک نامیب متری ضرihکه ,u u u3 2 ن موضوع را در هر یا . باشد1
  .میده یح میدستگاه مختصات به طور کامل توض

  :میدارل خط یفرانسی ديبرا یدر حالت کل -3

)1-10     (   (  ) (  )  u u u u u ud d d h du h du h du     d a a a a a a
1 2 3 1 2 31 2 3 1 1 2 2 3 3     

ن یشود، با ا ینده شرح داده می در آdvل حجمیفرانسی و دdsل سطحیسنفرایحات مرتبط با دیتوض -4
  :د کهیحال فعلا قبول کن

)1-11     (                                 dv hh h du du du 1 2 3 1 2 3  
)1-12      (                                 uh h du duds a

11 2 3 2 3  
  :میکن ی میدر ادامه سه دستگاه مختصات متعامد را جداگانه بررس

  يکرو -3                    يا استوانه -2          ن  یتزرکا -1

  
  

  مختصات کارتزین -1-4-1
xyzهاي  هاي آن را با نام هر یک از محور. با این دستگاه کاملا آشنا هستید هاي واحد   و بردار,,

xyzآن را با  aaa )در این دستگاه هر نقطه مثل  .شناسیم  می ,, , , )P x y z1 1 x از تلاقی صفحات1 x 1 
،y y z و1 z  تغییر دیفرانسیل آنها را به بوده و لذابر حسب طول  تمام مقادیر . ایجاد شده است1

 نیدستگاه کارتز: 5-1شکل 

  
            

  
  

 x 

  
       

      

dy dz 

  
           

dxdz 

  
             

  
  
  
  
  

dxdy
 

  
    
  

         

y 

  
             

  
  
  
  

dy
 

  
            

  
  

dz 

  
           

dx 

  

z 

  نی خم در دستگاه کارتز:6-1شکل 

  
    
  
    
  

         y 

  

           x 

  
                        

dy 

  
             

  
  
  
  
  
  

dx  

  
            

  
  

           
  
  

        
  
  

            dz 

  

           dl 

  
                  

               
  
  
  

 z  
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ها یک  همگی آن) دهیم بعدا توضیح می(یعنی ضریب متریک ( .دهیم  نمایش میdz وdx، dyترتیب با
h :است h h  1 2 3   :براي تغییرات طول در این دستگاه خواهیم داشت )1

)1-13                                (dzdydx zyx    aaad    
در  dy ابتـدا بـه مقـدار   Cطور فرض کنیم کـه خـم  نتوان ای   می )6-1( در شکل  ldانیعنی براي بی  

نمـوده و در نهایـت پـس از     تغییـر  x در امتـداد محـور   dx تغییر کرده و پس از آن به مقـدار         yaجهت
بـه علـت سـادگی از ذکـر دیگـر روابـط پرهیـز         ( . به پایان خود رسـیده اسـت       za در جهت  dzپیمودن

  !)شود می
  

  يا مختصات استوانه -1-4-2
ک ین دستگاه یدر ا د،یتوجه کن) 7-1(به شکل 

  :ر استیۀ زی سه رویل تلاق محpنقطه مثل
z z  ،    ، r r      ( , , )P r z    

 ۀ یروcz :ست با رابطۀ ايا  صفحه cz  و 
   .xy صفحۀ يمواز
 ۀ یروc :ۀ یست با زاو ايا  صفحهc نسبت به 

ن یبا توجه به ا. (باشد ی عمود مxy و بر صفحۀxمحور
 از طول نبوده و بر ی تابع است کهیهیف بدیتعر

 )شود یرجه مطرح محسب د
 ۀ یروcr :آن  شعاع مقطعکهست  ايا  استوانهcمحور ش و محورzهاست . 

  :شود یداده مش یر نماین دستگاه به صورت زی مختصات هر نقطه در ا،حاتین توضیبا ا
( , , ) ( , , )u u u r z1 2 3  

  
  کیب متریضر -1-4-2-1

 یها تابع  از ثابتیک دستگاه مختصات برخیدر ن امکان وجود دارد که یا میهمانطور که قبلا گفت
ک را در یب متری با نام ضریبی ضریستیل طول آنها بایفرانسی بدست آوردن ديبرا. از طول نباشند

iii (.میها ضرب کن ل آنیفرانسید duhd   (م داشتیواه خيا در دستگاه استوانه:  

  
  

 يا  دستگاه استوانه:7-1شکل  
x

 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

y 

  
  
  
  
  
  
  

                           z 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 , ,p r z 

z z 
 

r r 
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cmz با رابطۀ يا مثلا صفحه( از طول است ی تابعzست که یهیکاملا بد -1  )  موجود است2
hپس  3 1. 
h: جهیشود، در نت یان میره بر حسب طول بیره است و شعاع دایز شعاع دای نrریمتغ -2 1 1. 
مثلا ( .ه استی نبوده و وابسته به زاو از طولی تابع مشخص است که،ۀی روفِیطبق تعر -3

صفحۀ   6 صفحۀ ی موجود بوده ول m   ) معنا ندارد2

  .میی نماک را محاسبهیب متری ضریستی حالت سوم بايپس برا
  :ک عبارتند ازیب متری محاسبۀ ضريها روش

م یکن ی می دستگاه را رسم کرده و سعيها هی از روین روش مقطعی در ا:یمیروش ترس -1
ط ی روش حل، نسبت دادن آن به محنیتر جیرا( .میرات طول نسبت دهییه را به تغیرات زاوییتغ

  )است
 .میینما یح منده مطری آن را در آ:یلیروش تحل -2
  .میکن ی می را بررسیمین مثال نحوة کار با روش ترسی، در ادیر توجه کنیبه مثال ز

  
  .يا  دستگاه استوانهي برایمی با استفاده از روش ترسhمطلوب است محاسبۀ  3-1مثال 

  
. میکن یرا مشخص م) d یعنی(راتیی آن تغي دستگاه را رسم کرده رويا رهیابتدا مقطع دا: حل

ل ی تبديبرا) ر کردهیی درجه تغd، هی زاویعنی(ه است یوابسته به زاو راتیین تغیشود که ا یمشاهده م
  : میط قطاع را بدانی محکافی است. میریگ یم ط کمکیر به طول از محیین تغیا

  ط قطاعیمح= ۀ قطاع  ی زاو شعاع قطاع
  اـر است بـکل برابـ شيشده رو ط مشخصـیپس مح

 rd. ل ـ مثيا هـیرات زاویین عمل تغـیبا اdرا   
  .میل کردیتبد )طی محيرو (rdرات طولِ یی با تغ

  :میسینو یک گفته و میب متری را ضرrب یضر 
                         
                          h r         

  
 3-1شکل مثال : 8-1شکل   

    
      
  
  
  
     
  

       

       r d 

  
      

    d 

  
      

             
                

                                

 x 

  
      

                   

y 

  
           

        
               

r 

 مثال کلیدي
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r را با راتیین پس تغید که از ایپس به خاطر داشته باش d وکرده مشخص d در حوزة 

   .معناست ین درس کاملا بیل ایفرانسید
  

م ی خواهی بعد بررسيها ک را در قسمتیب متری محاسبۀ ضریلیروش تحلهمانطور که ذکر شد، 
  .کرد

  
  يا رات طول در دستگاه استوانهییتغ -1-4-2-2

  :می داريا در دستگاه استوانه) 10-1(با توجه به رابطۀ 
)1-14            (                       r zdr r d dz   d a a a  

 که يا کند و بسته به مسئله یان میرات را بیی تغیحالت کل، )14-1(د که رابطۀ یتوجه داشته باش
  .ن جملات ممکن است صفر شوندی از ایم برخیبا آن سروکار دار

  ؟د کردیچه بار خاص یک مسی ld محاسبۀ ي برا:سوال
r   م یکن یفرض م) 14-1( مطابق رابطۀ -1 :وابج zdr rd dz   d a a a.  

فرض ها را صفر  ل همان مولفهیفرانسید اند؟ ها ثابت م که کدام مولفهیکن یل م از خود سوا-2          
  .میکن یم

  :دی توجه کن)4-1(ن موضوع به مثال یا درك يبرا
  

  ).9-1(ر نشان داده شده در شکل ی سه مسي براld محاسبه مطلوب است  4-1 مثال 
  

r    يا در دستگاه استوانه: حل zdr rd dz   d a a a.  
  اند؟ ها ثابت م کدام مولفهینید ببیبا

  :1ر ی مسيبرا
zدر صفحۀ  -     م، پس ی هستdz  .  
drس م، پیره هستی از دای کمانيرو -     .  
  
 4-1شکل مثال : 9-1شکل   

  
  
  
  

         

z
 

x
 

y 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

6 
 

1
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

2 

 
 
 
 
 

3
 

 مثال کلیدي
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l نجا بهیتا به ا r d  d a1د کهیدقت دار. میا دهی رسrمحاسبۀ يبرا .ک استیب متری همان ضر 
ن ی ايبرا. ا در جهت کاهش آنی است شیافزا  که حرکت در جهتمیینما ی بررسکافی استجهت 

 ازکه روشن استر یمس  تا   6 همان جهت یعنی(افته یش ی افزا a( ن حالت یپس در ا
  :میدار

 l r d d a1  
 زین 2ر ی مسي را براldترشین بی تمريبرا .گرفتاد ید یتوان ی م به سرعت ونی تمریموارد فوق را با کم

  :میکن یمحاسبه م
  
  :2ر ی مسيبرا
z در صفحۀ -      م، پس ی هستdz  .  

ر همواره یدر طول مس -       6 ،  پسd  .  
rlنجایپس تا به ا dr d  a2 نکه جهت مثبتیبا توجه به ا، حالraپس ،ره استی به سمت خارج دا 

  :م داشتیر خواهین مسی ايبرا

rl dr d  a2  
zl  : میر سوم هم به صورت مشابه داری مسيبرا dzd  a3  
  
  ل سطحیفرانسیرات دییتغ -1-4-2-3

رات سطح ییس دو نوع تغیدر درس الکترومغناط
 همانطور که مشخص است تنها فرق .ds وds:میدار

  . بودن آنهاستيا برداریآنها در اسکالر 
ر از سه یر دو متغیی تغیرات سطح به معنییتغ

مثلا در دستگاه . ک دستگاه مختصات استیر یمتغ
x فحۀـصل در یـفرانسین المان دیکارتز y اـرا ب 

ds dx dyمحاسبۀيبرا. میداد یش میاـ نم ds در 
ن یر سوم را در ایکۀ متغی بردار کافی استن حالت یا

  :یعنیم، یعبارت ضرب کن

 zdx dyds a  

 المان سطح: 10-1شکل 

 
 
 
 
 

y
 

 
 
 

          z 

 
 
 
 
 
 
 

x
 

 
 

za  

ds dxdy
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 dsسیمعمولا بردار عمود را به عنوان اند. ن المان استی عمود بر ايردار بzaم که در واقعیدقت دار
z  حالت فوق ي برایعنیدهند  یز قرار مین zdx dyds a.  

  ؟د بدست آوريا طوح دستگاه استوانه سي را براdsتوان یچگونه م :سوال
در ادامه مطرح ( ي سطوح دستگاه کروي بلکه برايا  دستگاه استوانه سطوحينه فقط برا: جواب

  :میر عمل کنیم به صورت زیتوانیز مین) شود یم
  :میر را در مورد سطح مورد نظر پاسخ دهی زيها   سوالکافی است

  کدام مولفه ثابت است؟ -1
 ر کدامند؟ی متغيها ک مولفهیب متریضرا -2
 اند؟ ن دو مولفه چگونهیل ایفرانسیرات دییتغ -3

 :میده یم ر قراریج را در قالب زی نتاحالت نیدر ا
 
)1-15 (   
  

ر یمثال ز .م کردینده مطرح خواهین رابطه را در آی ايها تین مورد و محدودیشتر در ای بيها بحث
  :دهد ی رابطه فوق را نشان ميریکارگ بیچگونگ

  
  .r به شعاعيا استوانه یجانبح  سطي براds محاسبهمطلوب است  5-1مثال 

  
  :میده یبه سوالات فوق پاسخ م: حل

  . استr مولفۀ ثابتبوده و لذااستوانه شعاع همواره ثابت  یجانب سطح يکدام مولفه ثابت است؟ رو -1
zh :میشان داری اند که برا وzگریر کدامند؟ دو مولفۀ دی متغيها ک مولفهیب متریضرا -2 1 ، 

h r .  
r و dzاند؟  ن دو مولفه چگونهیل ایفرانسیرات دییتغ -3 d.  

  :)15-1(با قرار دادن در رابطۀ 
  r rr d dzds a  

  
  .می را بر دارds جهت کافی است ds محاسبۀي روشن است که براکاملاً

  نی به کارتزيا ل مختصات استوانهیتبد -1-4-2-4

 مثال کلیدي
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 یعنی. باشد یل مختصات میتبدعمل  ، معمول استس کاملاًی که در الکترومغناطی از اعمالیکی
  بردارمیقصد دارنجا یدر ا. میکن یمنتقل م يگری به دستگاه دک دستگاهی را از يبردار

   r r z zA A A   A a a a به برداريا را از دستگاه استوانه 
zzyyxx AAA    aaaA   در دستگاه

  :میکن ی استفاده می ضرب داخل ازxA، yA، zA محاسبۀيبرا .مییل نماین تبدیکارتز
  (  ) (  )x x r r x xA A A   A . a a . a a . a  

ک محور یم از یتوان ین منظور می ايبرا. میدا کنی، معادل پيا  نقطهيها  حاصلضربي براکافی است
 د کرد کهید، مشاهده خواهین شکل توجه کنیاگر با دقت به ا .)12-1شکل (م یینما استفاده یدوقطب

 استفاده ی از ضرب داخلکافی است xaي روraر کردنی تصوي پس برا، است برابرxa وraۀیزاو
  :میکن

 cos cos cosr x r x       a . a a a 1 1  
  : است پس9برابر yaوraۀیبه صورت مشابه زاو

cos sinr y r y


     
 

a . a a a 2
  

xa  محاسبۀيراب . a و ya . a که میینما دقت کافی استم، فقط یکن ی اعمال م رای روش مشابهزین 
9رـ برابa وraنـبی ۀـیزاو ل هم اسم دستگاه را متعامدـ به همین دلی،ودندـچون بر هم عم( تـ اس 

   :پس )!ایم گذاشته

  

 
 

         
 
 
 
 
 
 

 Y 
 
 

 
 
 

X
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

r

ra
  

 
     

 

xa 

a
 

       
 

ya
 


x

 

 
       

 

y
 

 
 
 
 
 

O
 

  در صفحهيا که دستگاه استوانهی يهابردار: 12-1شکل                 يا  دستگاه استوانهيها  المان: 11-1شکل       

  
  
  
  

y

  
  
  

z
 

ra

  
  
  

      

a
          

za 

  
  


 

x
 

r

r d

  
      

dz

  

dr
 

  
             

z
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   cosy a . a                           cos( ) sinx


    a . a 2
  

  :یو در حالت کل

)1-16                (            
cos sin
sin cos

x r

y

z z

A A
A A
A A



 
 

     
          
          1




 
  

  :د کهیپس به خاطر داشته باش
     sin   cos  x y    a a a                      cos  sin  r x y  a a a  

  :م کهیاد داریاز قبل به . میز بدانیرها را نیل متغید نحوة تبدی بایاز طرف
)1-17               (      zz      ،  siny r     ،        cosx r   

)1-18                    (zz    ،    tan y
x

  1       ،  r x y 2 2  

  :برد ین نکات را در حل مسئله به کار میر ایمثال ز
  

) بردار  6-1مثال  cos )r zr  A a a a3 2   ]1[ .دیان کنین بیختصات کارتز در م را5
  

  :میاستفاده کن) 16-1( از رابطۀ کافی است:  حل
cos sin cos
sin cos

x

y

z

A
A r
A

  
 

     
           
          

3
2

1 5




 

  

( cos sin ) ( sin cos cos )x y zr r        A a a a23 2 3 2 5  
  ):17-1(حال با استفاده از رابطۀ 

sin y
x y

 
2 2

  ،  cos x
x y

 
2 2

  

)                             :پس ) ( )x y z
x x yy x

x y x y
    

 
A a a a

2

2 2 2 2
3 32 2 5  
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ک دستگاه خاص ین بردارها در ای دارد، بی که در فصول بعد کاربرد فراوانيگر از مواردی دیکی
ن حال فعلا به مثال یم، با ایده یح مینده کامل توضی که دارد در آیتیل اهمین مطلب را به دلیا .است

  .شود یر اکتفا میز
 

z در صفحۀ p نقطۀ دلخواهيا هـات استوانـ مختص  7-1مثال     
) به صورت  , , )r  د که از نقطهیای را  بيبردار واحد.  استhz   

  . امتداد داشته باشدp به سمتz محوري رو
  

   :حل
  
  هاي کنیم بردارها را بر اساس مولفه  می همواره سعی:تذکر   

  . گاه بنویسیمــدست  همان
  
  

, ياـه فهـمول سبـرا بر ح ردارـم بـیلیکل ماـن شی در امثلاً ,r za a a) بنویسیم ) ازـه بسته به نیـالبت.  
  :حال. مـگیری  در نظر می)13-1 (کلـ را همانند شpنقطۀ 

 hیعنی( کردهحرکت  zaدر جهت  واحد h  لازم است به اندازةp به نقطۀhقطۀ ن رفتن ازيابر
 rraیعنیم یحرکت کن رهیرون دای واحد به طرف بrبه اندازة و سپس) مین برویی پاz محوريواحد رو

 : م داشتی پس خواه.)ra واحد در جهتrدیبخوان(

z rh r    QP OP OQ a a  

                                           :                میکن یر عمل میکه هم مطابق زی محاسبۀ بردار يبرا

( )QP r zr h
r h

  


QPa a a
QP 2 2

1 

  

  
  
  
  
  
  

  7-1شکل مثال : 13-1شکل 

 مثال کلیدي

  
  
  
  

z 

x
 

y
 

  
  
 
 
 
  

                                

 R 

( , , )p r  
 

 
 
 
 
 

z h 
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  یلیک با استفاده از روش تحلیب متریمحاسبه ضر -1-4-2-5
  : گفتتوان یک میب متری در مورد ضریلیدگاه  تحلیاز د

)1-19                                        ( 
uuhu

aR  

  

xیعنی(  بردار مکان است   Rکه در آن   y zx y z  R a a a  ای ـن و  یاه کـارتز  در دستگr zr z R a a 
RRای و   يا  در دستگاه استوانه   a   ب ی با توجه به ضـر کافی است  و  ))شود  یان م یبعدا ب  (ي در دستگاه کرو

ن موضوع را روشن ی ا،دیآ ی که در ادامه میمثال. میرات لازم را در آن انجام ده      ییک خواسته شده تغ   یمتر
  .کند یم
  
  . دیابی بيا  مختصات استوانهي را براhیلی با استفاده از روش تحل 8-1ثال م
  

    :میریگ یر در نظر میبردار مکان را به صورت ز :حل
zyx zyx aaaR      

  :میبر ی ميا آن را به دستگاه استوانه
cos  sin   x y zr r z   R a a a  

  :میکن یاستفاده م) 19-1(حال از رابطۀ 

h r  ( sin  cos  )  x yr r     a a asin  cos  x yr r 



  


R a a 

  .کسان استی یمیجۀ روش ترسیشود، پاسخ با نت یهمانطور که مشاهده م

 بـا فـرض   یعن ـی( .دییاثبات نما يا  را با کار در دستگاه مختصات استوانه  hکیب متر ی ضر : 1-1ن  یتمر
r zr z R a a(  

r, دو بردار    :2-1ن  یتمر r B a A a2 B,ب در  ی ـ به ترت  4 A  6 3  ن ی ـدر ا. انـد   داده شـده
ABصورت بردار   در نقطۀ      چقدر است ؟45

  
  
  

www.PowerEn.ir 



 الکترومغناطیس مهندسی، تئوري، کاربردها و روش حل مسئله                                                            20

  يمختصات کرو -1-4-3
  :ر استیۀ زی سه روی محل تلاقP3ن دستگاه هر نقطه مثلیدر ا
 ۀیروcR :ست با شعاع ا يا  کرهcو مرکز مبدا مختصات . 
 ۀیروc: ۀیاست با زاو    ی مخروطc   نسبت به محور z اسـت  یهیف بـد ی ـن تعریبه ابا توجه  .  ( ها 

 )!شود ی از طول نبوده و بر حسب درجه مطرح می تابعکه 
 ۀ  یروc : ۀیست با زاو   ا يا  صفحهc   نسبت به محور x   و بر صفحۀ xy   شابه م ـ. (باشـد  ی عمـود م ـ

 )يا حالت استوانه

  :م دادیش خواهیر نماین دستگاه به صورت زیحات مختصات هر نقطه را در این توضیبا ا
( , , ) ( , , )u u u R  1 2 3  

 یع شـعا ء از مبـدا   p در Raۀ  یبردار پا  .دیکن  یمشاهده م ) 16-1(ن دستگاه را در شکل      یۀ ا ی پا يها  بردار
. عمـود اسـت  z بـر محـور  يا  در مختصات استوانهra متفاوت است،يا   در مختصات استوانه   raاست و با  

 در صفحۀ  aهیبردار پا   ن دسـتگاه  ی ـ بـردار در ا پس هر . مماس استياقع بوده و به سطح کرو   و 1
  :ان شودیر بیتواند به صورت ز یم

   R RA A A     A a a a  
  

x 

  
  
  
  
  
  
  
  

z 

y 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 , ,p R  3
 

  
  

      
  
  
  
  

x
 

  
  
   

  
  
  

y
 

  
  
  
  

  

z 

   
    
  
  
  
  
 
 

Ra
  

  
  
  
  
  

              

        

a 

  
  

a
 

        

 

 دستگاه کروي     : 14-1شکل                               يه در مختصات کروی پايها بردار: 15-1شکل 
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 بـه صـورت  ي دلخواه در دستگاه کرو يا    مختصات نقطه   9 -1مثال   , ,P b   مطلـوب اسـت  .  اسـت 
hz و واقع درz محوري در روستیا نقطه Q که در آنPQمحاسبۀ اندازه بردار .  

  
  زین و Rمیخواه یم. دی توجه کن)16-1 (به شکل: حل
Rردارـم بـیکن ی میعـس. مـیابی را بRاس ـر اسـ را ب  

  یـبررسا ـنجیا به اـ که تیقائم يها گاهـ دستيها  مولفه
  ابتدا بهدر  کافی است ن منظوری ايم، برای بدست آورشده

  یـعنی، حرکت کرده د به سمت مرکز کرهـواح bاندازة
Rb a ) دیبخوانbیجهت منف  واحد درRa ((و سپس  
  ن یا اـب. مـی حرکت کنzaهتـج د درـ واحhدازةـان به

  : کهگفت وانت یم ریتفاس
zR hb aaR     

ن پاسـخ  ی ـم آورد، امـا ا یثـاغورث بدسـت خـواه   یف هیم آن را از قضی کنیدقت  یاگر ب . میابی یم را   Rحال
نـرو  ی بـر هـم عمـود نبـوده و از ا    یحالت کل ـ ن دو مولفه دریکه با توجه به شکل ا      غلط است، چرا  کاملا  

  :م داشتین صورت خواهیها استفاده کرد، که در ا نوسیکس ۀی از قضیستیبا

 cosb h a h   R 2 2 2 2 

 
 يا که در دستگاه استوانهی ين بردارهایرابطۀ ب -1-4-3-1

  يو کرو
که در دستگاه مختـصات     ی ين بردارها یۀ ب یشکل  مقابل زاو   

R,نیۀ ب یشود زاو   یده م یکه د یهمان طور . دهد یرا نشان م   ra a 
ن دو بــردار در دو ین شــکل در ضــرب بــیــا.  اســت9برابــر

باشد دقت شود کـه بـردار         ید م یار مف یدستگاه مختصات فوق بس   
  . هر دو دستگاه مختصات مشترك است درaکهی
)1-20                 (                       ,R r  a a 9   
  
 

 8-1شکل مثال : 16-1شکل 

z
 

  
  
  

y
 

 

  
  
  
  
  
  
  

   R 

  
  

x
 

  
  
  


 

  
  

b

( , , )Q h 
 

  
  
  

( , , )P b  
 

 
 
 
 
 

x  

  
  
  
  

y
 

      

z 

     

R
 

                               
                       

r

  
  
  

za
 

  
  

      

Ra
 

  
  
  
  

a
 

  
  
  

       

ra
 

  
  
  
  

         

 

 ي و کرويا که استوانهی ي بردار ها:17-1شکل 

مثال کلیدي
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r,ن دو بردار  یۀ ب یزاو 10-1مثال   RR
 B a A a1 1

2
) را در نقطۀ    , , )1 1 د و دو بردار را در      ی بدست آور  1

  .دیان کنیدستگاه قائم ب
  

 :میه داری زاويبرا. میکن یق استفاده م از نکتۀ فو:حل  9  

tan tan . .r
z

       1 1 2 9 54 7 35 31
  

   :می بردار هم پس از حل داريبراو 

x y B a a1 1
2 2

          x y z  A a a a1 1 1
3 3 3

 

ل ینـس فرایرات د ییل خط، تغ  یفرانسیرات د ییک، تغ یب متر ی از جمله ضرا   يز موارد ین دستگاه ن  یدر ا 
  :میکن یدر ادامه هر کدام از آنها را به اختصار مطرح م.  شوندی بررسیستیل مختصات بایسطح و تبد

  
  يل مختصات در دستگاه کرویتبد -1-4-3-2

  :فتگتوان  ی م)15-1( و با توجه به شکل يا  مشابه دستگاه استوانهیبا روش
  :می داري کرون وی بردارها در دستگاه کارتزی در مورد حاصلضرب داخل)الف

                               sin  sinR y  a .a                   sin  cosR x  a .a                     

                               cos  siny  a .a                cos  cosx  a .a  
                                     sinz  a .a                            cosR z a .a 

  :یو در حالت کل
  

)1-21                   (
sin cos cos cos sin
sin sin cos sin cos

cos sin

x R

y

z

A A
A A
A A





    
    

 

    
         
         

  

  :جه گرفتیتوان نت یکه به سرعت م
sin cos  sin sin  cos  R x y z      a a a a  
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cos cos  cos sin  sin  x y z       a a a a  

  :مین داری به کارتزيک نقطه از مختصات کرویل ید تبي برا)ب

)1-22             (     cosRz ،sin siny R  ،sin cosx R    

  :می دارين به کرویک نقطه از مختصات کارتزیل ی تبدي و برا)پ

)1-23        (      tan y
x

  1 ،tan
x y
z

  


2 2
1  ،R x y z  2 2 2  

  :میکن یر استفاده میس زی از ماتريا  به استوانهيک بردار از دستگاه کرویل ی تبدي برا)ت

)1-24                    (         
sin cos

cos sin

r R

z

A A
A A
A A
 



 

 

    
         
         

1


 


  

  .دیر را انجام دهی زيها نیل بحث تمری تکميبرا
  

  .دیاثبات کن) 16-1(را مشابه روش حل رابطه ) 24-1(و ) 23-1( روابط )الف :3 -1ن یتمر
  .دی برسza بهa بريودیبا اعمال ق)                  ب

cosيدان بـردار  ی ـ م :4-1ن  یتمر  sin  sin  RR R
R     A a a a2 ن ی را در دسـتگاه کـارتز      22

  .دیان کنیب
  
  کیب متریضر -1-4-3-3

در  .دی ـ کنمرور يا ن عنوان را از قسمت دستگاه استوانه    یگردد، هم   یشنهاد م ی پ یحی هر توض  قبل از 
  :توان گفت یها م هیف روی با توجه به نحوة تعريدستگاه کرو

Rh:                      پس، از طول استی شعاع کره بوده و تابعRری متغ-1 1  
Rh:                         می آن داري وابسته به درجه است و براریغ مت-2    
sinh     :                     نرویست از ایز تابع طول نی نری متغ-3 r R    
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 واگـذار  )5-1(ن ی و تمـر )11-1 ( را به مثاليا  استوانهک در دستگاه یب متر ی محاسبۀ ضرا  یچگونگ
  .میکن یم
  

   .ي در دستگاه کروhکیب متریمطلوب است ضر  11-1مثال 
  

  :میینما یان می بيستم کرویابتدا بردار مکان را در س. میکن ی استفاده میلی از روش تحل:حل
sin cos  cos  cos  x y zR R R     R a a a  

  :میریکمک بگ) 19-1( از رابطۀ کافی است  حال

sin ( sin  cos  ) sin  sinx yR R h R     



     


R a a a  

h,مطلوب است محاسبۀ :5 -1ن یتمر h یلی و تحلیمی ترسي با استفاده از روشهاي در دستگاه کرو.  

  
  يرات طول در دستگاه کروییتغ -1-4-3-4

م ی خـواه  يدر دسـتگاه کـرو    ) 10-1(م رابطـۀ    یاز تعم 
  :داشت

    sin  R dR R d R d     d a a a  
  

ن رابطه  یاز اشاره شد،    ین ن یش از ا  یهمانطور که پ  
کنــد و بــسته بــه  یان مــیــرات را بییــ تغیحالــت کلــ

ن جملات  ی از ا  یم برخ ی که با آن سروکار دار     يا  مسئله
ن موضوع را روشن    یر ا یمثال ز  .ممکن است صفر شوند   

  :کند یم

  .)20-1(ر نشان داده شده در شکل ی سه مسي براld محاسبه مطلوب است 21-1مثال 
  

در حالـت   .میده ـ یشتر به همان سوالات پاسخ م ـین بی تمريبرا. میکن ی عمل م)4-1( مشابه مثال    :حل
  :می دارldي برایکل

  
  

y
 

x
 

  
  
  
  
  

z  

sinr d R d   

  
  
  

   Rd 

dR

        

 

     
  
  
  
  

d
 

  
  
  
   

       

            d  

 

        

 

 ي دستگاه کرويها المان: 18-1شکل 
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    sin  R dR R d R d     d a a a  
  :م داشتی خواه1ر ی مسيبرا
zدر صفحۀ  -   یو به عبارت

  2
dنروی از ا،می هست  .  

dR پس،می هستa کرة به شعاعيرو -  .   
 :م داشتیف شده خواهی تعريها ت با توجه به جهتیدر نها

  
R a

a d 







a

2

 sin  R d  d a  

  )6-1نیتمر( .میکن ین به شما محول میگر را به عنوان تمریر دی دو مسي براldمحاسبۀ
  )80کارشناسی ارشد فیزیک (
  
  
  
  
  
  
  
  

   .)20-1( نشان داده شده در شکل 2 و 1 يرهای مسي براld محاسبهمطلوب است :6-1ن یتمر
  
  حل سطیفرانسیرات دییتغ -1-4-3-5

 ،بـا اسـتفاده از آن  . میا ح دادهیل توضی به تفصيا  را در قسمت دستگاه استوانه  ds محاسبۀ یدة کل یا
  .میکن یر را حل میمثال ز

  
  :ری سطوح زي براds محاسبۀمطلوب است 31-1مثال 

 سطح مخروط با )ب                  .a به شعاعيا  سطح کره)الف  3 .   

  
  

          

z 

  
  

y

  
  
  
  

    

x
 

  
  
  
  
  

( , , )a 
  
  

( , , )a  

  
  
  
  

( , , )a 

2
3

1
 12-1مثال شکل : 19-1شکل 

مثال کلیدي
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  :میکن ی تکرار ممجدداً را )5-1(شتر همان سوالات مثال ین بی تمري برا:حل
  :الف

پـس مولفـۀ   .  اسـت  a سطح کره شـعاع همـواره ثابـت و برابـر             ي کدام مولفه ثابت است؟ رو     -1         
  . استR،ثابت

Rh: می ـ انـد و دار    و گـر یر کدامنـد؟ دو مولفـۀ د      ی ـ متغ يها  ک مولفه یب متر ی ضرا -2           ، 
sinh R .  

sin و dRاند؟  ن دو مولفه چگونهیل ایفرانسیرات دیی تغ-3           R d .  
  :م داشتیه پس خوا

sin    R RR d d  ds a2  
  :ب

3ه همواره ثابت و برابـر ی سطح مخروط، زاوي کدام مولفه ثابت است؟ رو     -1         پـس مولفـۀ   .  اسـت
  .باشد ی م ،ثابت

Rh: می ـ انـد و دار    و Rگـر یر کدامنـد؟ دو مولفـۀ د      ی ـ متغ يهـا   هک مولف ـ یب متر ی ضرا -2        1 ، 
sinh R .  
sin وdRاند؟  ن دو مولفه چگونهیل ایفرانسیرات دیی تغ-3         R d .  

  :م داشتیه پس خوا
sin    R dR d  ds a  

 
  یک سوال اساسی

ds  ن پـارامتر را  ی ـنجاست که ایحال سوال ا. می متعامد محاسبه نمود يها   دستگاه يۀهای رو ي را برا
  ن حالت جوابگو است؟یدر ا) 15-1 (ا رابطۀیافت آیتوان  ی با معادلات مختلف چگونه می اشکاليبرا

ده در حـوزة  ی ـچی قالب سـوال جـزء مباحـث پ      و ستیح ن ین حالت صح  یدر ا ) 15-1( رابطۀ   ری خ :جواب
از  . قـرار گرفتـه اسـت   یه مورد بررس ـیات پایاضیدر کتب ر  ) هیمساحت رو (ات بوده و تحت عنوان      یاضیر

گـر  یحات دیاز توض)  است مطرح شده2یاضیو در درس ر (بودهن موضوع خارج از بحث درس یآنجا که ا  
شتر یحات بیتوض. (ن موضوع را روشن کندیتواند ا یر م ین ز ین همه تمر  یشود، با ا    یز م یرد پره ن مو یدر ا 
  )م کردیان خواهیبقسمت انتگرالها ان و در یان گرادین مورد را پس از بیادر 

x سطح  ي براds محاسبۀ مطلوب است :7-1نیتمر y zx y z  a a a2 3 4 .   
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تـوان مثـل حالـت قـائم      ی را نم ـيا  و اسـتوانه يان شده در مختـصات کـرو  ی ب ي بردارها :نکته مهم 

ن ی ـکـه در ا ی يرا جهـت بردارهـا  ی ـز. که مشابه با هم جمع کـرد ی يب بردارهای با جمع ضرا  یبراحت
   .ستیکسان نیدستگاه مختصات 

  . دی کنهیر را با توجه به نکته فوق توجی عبارت زیا نادرستی یل درستی  دل:8-1ن یتمر 
R A B a5          RB a3و  RA a2 

RA  اگر  :9-1ن  یتمر a2و  r z B a a3 يا  ن صورت در چه نقطه    یدر ا .  باشند,A B  ي با هم مواز 
.:جواب(؟ خواهند بود  71 6(  

  
  يدان عددیک میان ی گراد-1-5

 اسکالر همچـون دمـا را در تمـام نقـاط فـضا      يها تیتوان کم   یمند، م   ک روش قاعده  یبا استفاده از    
 یهنگـام . ر خواهـد بـود  یپذ  کسان دارند، امکان  ی ي که دما  ین اطلاعات اتصال نقاط   یبا استفاده از ا   . افتی

 را بدسـت  يم شـوند، اطلاعـات ارزشـمند   ی ترس ـي دو بعـد یک منحن ی دما ثابت در     يها  ین منحن یکه ا 
ن ییا  تعیدهد و  یرات در آن رخ میی که حداکثر تغیتواند مقدار و جهت نقاط      ین اطلاعات م  یا. دهند  یم
ست ی ـ مناسـب پ یابی ـ تواند در مکـان  ین اطلاعات می مثال ايبرا.  گذرنده از آن نقاط باشد     يزان گرما یم

ن امکـان را  ی ـبه ما ا) نجا به دما اشاره شد   یا که در (ت اسکالر   یک کم یان  یگراد. ار ارزنده باشد  ی بس یاسک
ت اسـکالر   ی ـر آن کمیی ـن مقـدار تغ یشتریم تا به بید در آن حرکت کنی را که بایدهد تا مقدار و جهت   یم
 :پس به طور خلاصه. میینمادا یم، را پیبرس) دن به هدف مطلوبیجهت رس(

  

دهـد،    یش م ـ ی را نمـا   يت عـدد  ی ـک کم ی ـش  ی افـزا  یی که اندازه و جهت حداکثر نرخ فـضا        ياربرد
ک تـابع اسـکالر عمـل کـرده و          ی ـ يان رو ی ـاپراتور گراد . شود  یده م ی نام يت عدد ی آن کم  انیگراد

  .رات استییم تغمیرات تابع اسکالر و جهت آن جهت ماکزییم تغمیجه آن ماکزینت
  

 تابع یشکل الف منحن  . دیقت کن د)  الف و ب   1-20 (يها  به شکل  x y rz e e   
2 2  و شکل ب  2

رات یین تغ یشتری که ب  يریافتن مس ی يس برا یدر الکترومغناط . دهد  ین تابع را نشان م    یان ا ی گراد یمنحن
ل اسـتفاده  یان تـابع پتانـس   ی ـ گراد ی، از منف ـ  یک ـیدان الکتر ی ـم یعبـارت ل را در واحد طول دارد، ب      یپتانس

ن درس ی ـ اين عملگرهایتر يان از کاربردیس، گرادیل در الکترومغناط  یت پتانس یتوجه به اهم   با   .شود  یم
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ه آن یات پایاضید در کتاب ر یتوان  یم(م  ی ندار يان کار ی اثبات رابطۀ گراد   ینجا به چگونگ  یدر ا . خواهد بود 
  . استيضرور) 26-1(و ) 25-1 (يها ن حال دانستن رابطهی، با ا)دی کنیرا بررس
  :ر استین به صورت زیان در مختصات کارتزی گراداپراتور

)1-25                       (         x y zx y z
  

   
  

a a a  

  :یو در حالت کل

)1-26(                        
u u uh u h u h u

   
       

a a a
1 2 3

1 1 2 2 3 3

  

ب در کـدام  ک نقطه مشخص از تپـه آ ی باران ببارد و از ما سوال کنند، در  يا  اگر به سطح تپه    :1پرسش  
  د؟یابی ی چگونه میاضیر را به صورت رین مسی ا.دیده ی میشود؟ شما چه پاسخ ی مير و جهت جاریمس
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 تابع ی منحن: الف20-1شکل  x y rz e e   
2 2 2

 

ان تابع ی گرادیحنمن : ب20-1شکل  x y rz e e   
2 2 2
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  :میک رابطۀ مهم داری ي و برا
)1-27        (                                      (  )df f  . d  

  

sin:  داده شده است تابع اسکالر رو به رو 41-1 مثال  sin  zV x y e         
   2 3

  

) در نقطهVراتییم تغمیاندازه و جهت ماکز) الف , , )p 1 2   .د یای را ب3
  .د ی در جهت مبداء مختصات را بدست آورp در نقطۀVشیزان افزایم) ب
  

  :حل
p       )   الف x y z y z

p

V V VV e
x y z

     
               

a a a a a 33
6 2

  

x)                ب y z
PO

  


a a a
a

2 3
14

        x y z   PO a a a2 3  

 p PO
eV   

   
 

. a
32 3 3

6 2 14
  

آن را ) 27-1( بـا اسـتفاده از رابطـۀ   . شـود  یان م ـیر بیان به صورت زی گرادیۀ اساسی  قض :10-1ن  ی تمر
  .    دیاثبات کن

)1-28                        (        ( ) ( )
b

a
f f b f a   . d   

  :اند ان هموار برقراریر در مورد گرادیروابط ز
)1-29(                                 UVUV  )(  
)1-30(                                 VU V U U V      

)1-31                      (          V U V V U
U U

     
  2

  

)1-32 (                                    VVV nn    1  
  
  

www.PowerEn.ir 



 الکترومغناطیس مهندسی، تئوري، کاربردها و روش حل مسئله                                                            30

  يدان برداریک میورژانس ید -1-6
ک تـابع  ی ـجـه آن  ی و نت  کـرده عمـل   ) یک ـیر شار الکتر  ینظ (يک تابع بردار  ی يورژانس رو یاپراتور د 

 یا چاه بودن نقطۀ خاص ـ    یورژانس معرف چشمه    ی د یکیزیدر مباحث ف   .است) یکیر بار الکتر  ینظ(اسکالر  
 يبـرا .  اسـت یدهندة بـار منف ـ   دهندة بار مثبت و چاه نشان      س چشمه نشان  یدر الکترومغناط . از فضاست 

  :میده ی قرار میر را مورد بررسیورژانس مثال ساده زی دیکیزیبردن به مفهوم  ف یپ
 یک خروج ـی ـ و يک ورودی ـ ين مخـزن دارا  ید، ا یری در نظر بگ   )21-1( را مطابق شکل     یمخزن آب 

  ).حالت تعادل( گردد ي آن آب جاریکه در خروجیطورم بیکن ین مخزن را پر از آب میا. باشد یم
  
  
  
  
  
  
  
  

  :میده ین دو سوال پاسخ میحال به ا
  د؟یریگ ی ميا جهی باشد چه نتیشتر از خروجی بي اگر مقدار آب ورود-1
  د؟یریگ ی ميا جهی باشد چه نتيورودشتر از ی بی اگر مقدار آب خروج-2

 است کـه باعـث   يگرید) يها  یا خروج ی (ی خروج ين حالت مخزن دارا   ی است که در ا    یعی طب :1جواب  
 مـورد نظـر   ی از خروج ـشتری ـ بيجـه مقـدار آب ورود  ینت  از آنها خارج شده و در، از آبيشود مقدار   یم

م، یری ـورژانس بگی ـن حالـت د یاز مخزن آب در ا اگر یعنین یم، و ا یم چاه دار  ییگو  یصورت م نیدر ا . باشد
  .سوراخ بودن آن را به ما نشان خواهد داد

 آب يشود مقدار ی است که باعث م   يگرید) يها    يا ورود ی (ي ورود ين حالت مخزن دارا   ی در ا  :2جواب  
م چـشمه  ییگـو  یصورت م ـن ـیدر ا.  باشد يشتر از ورود  ی ب یوججه مقدار آب خر   ینت از آنها وارد شده و در     

 را بـه  يگرید) ا منابعی( م، وجود منبعیریورژانس بگ ین حالت د  ی اگر از مخزن آب در ا      یعنین  یم، و ا  یدار
  .ما نشان خواهد داد

 المان حجم

 يورود

 مخزن آب

 مخزن آب: 21-1شکل 

 یخروج
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م مقـدار  یحال اگر فـرض کن ـ . دهد ی به مسئله میورژانس در دو مورد فوق پاسخ درستی اپراتور د  :سوال
  انس چگونه است؟ورژی با هم برابر باشد، پاسخ اپراتور دی و خروجيآب ورود

  :ن صورت دو حالت ممکن است وجود داشته باشدیدر ا: جواب
 ورژانسی ـن حالـت اپراتـور د  یدر ا.  ندارديگرید) يورود(ا چشمۀ یو ) یخروج(چ سوراخ  یمخزن ه ) الف

  . استی منطقدهد، که با توجه به فرض کاملاً یمقدار صفر را نشان م
 صـورتن ـیکنند، کـه در ا  ی میر هم را خنث است که اثيـگری د يها   سـوراخ و چشـمه   ي مخـزن دارا  )ب

  . دادیقیحات دقیتوان در مورد مخزن توض یط ناقص است و نمیاطلاعاتمان از شرا
رد و بتـوان چـشمه و     ی ـ صـورت نگ   یین که خطا  ی ا ي برا ،ست برابر ي با ورود  ی که خروج  يموارددر  

م نمود ی کوچک تقسيها ن آب را به حجم   توان مخز   یدا نمود، م  یکنند پ   ی م ی که اثر هم را خنث     یسوراخ
ا سـوراخ در آن مخـزن   ی ـ به وجود چـشمه  ی پ ، کوچک يها  ن حجم ی ا ی و خروج  يسۀ آب ورود  یو با مقا  

  .ل کرده استی حجم به سمت صفر م)33-1(ل است که در رابطۀ ین دلیبه هم. دبر

   D . ds ي بـرا ؛دهـد  یها را بـه مـا م ـ     سۀ آن ی و مقا  ی و خروج  ي ورود یکی از شار الکتر   ی اطلاعات 
 که حـول نقطـه مـورد نظـر       يا  م، سطح بسته  ی نشو یینکه در محاسبۀ بار داخل سطح بسته دچار خطا        یا

) V( که توسط سطح بسته احاطه شـده    ی حجم یبعبارت. ار کوچک باشد  ی بس یستیشود، با   یانتخاب م 
م اطلاعـات  یکـه بتـوان  نی ايو بـرا ) میکن ـ یکوچک انتخاب مار ی بسیعنی(م یده  یل م یرا به سمت صفر م    

 Vر بـه ی ـجۀ حاصله را طبـق رابطـۀ ز  یم، نتیرا بدست آور) V (یلیفرانسیمقدار بار در واحد حجم د  
  :میکن یم میتقس

)1-33                       (                    
  lim

V V 
 


 D . ds

. D


  

بـه اطلاعـات بـار در واحـد     تـوان   یمورژانس معروف است ی دین رابطه که به رابطه انتگرال    ی با ا  پس
ک نقطـه  ی ـدر ) یک ـی شـار الکتر یر چگالینظ (يک تابع برداری يورژانس روی اپراتور دیوقت. برد  یحجم پ 

 یماننـدچگال (اسکالر آن بردار د یا عدم وجود منبع تول  یجۀ حاصله وجود    یکند، نت   یدلخواه از فضا عمل م    
  :میکن ی میر بررسیورژانس را در زی دیلیفرانسیفرم د .در آن نقطه است) یکیبار الکتر

 div . A A  

)1-34                       (              
z
A

y
A

x
AdivA zyx
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ک ی ـ تنها ،نی بجز مختصات کارتزت، مختصايها  دستگاهیم که در تمامید به خاطر داشته باش  یبا

   .ک عملگرینماد است و نه 
  : ر استیورژانس در هر دستگاه متعامد به صورت زی دیفرم کل

)1-35 (        ( ) ( ) ( )h h A h h A h h A
h h h u u u

   
    

    
. A 2 3 1 1 3 2 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1  

ا ی ـته وس ـیپ ي که تابع بـردار یتر است، البته تا وقت  راحت یلیفرانسی استفاده از فرم د    یکلحالت  در  
ورژانس تـابع  ی ـتـوان د  ی مثـال نم ـ يبـرا  . استفاده کردید از فرم انتگرال  یصورت با نیر ا ین باشد، در غ   یمع

يبردار
R

k
R

D a2
R در نقطه   ورژانس بدسـت آورد چـرا کـه تـابع     ی ـ دیلیفرانسیق فرم دی را از طر

R در Dيبردار   ورژانسی محاسبۀ د  يپس برا . ن است ی نامعD در R    ورژانس ی دی از رابطه انتگرال
  .شود یاستفاده م

  
  .دیابین بیورژانس بردار مکان را در دستگاه کارتزی د 51-1مثال

  
xن به صورت  یبردار مکان در دستگاه کارتز    : حل y zx y z  R a a a    به فـرم  يا  و در دستگاه استوانه 

r zr z R a aبا رابطۀي و در دستگاه کرو RR aمین صورت داریدر ا. شود یان می ب:  
yx z

RR R
x y z

 
       

  
. R 1 1 1 3  

  .دیابیب) ي و کرويا استوانه( گری ديها ورژانس بردار مکان را در دستگاهی د:11-1نیتمر
  
  سیمغناطوورژانس در الکتری دیکیزی مفهوم ف-1-6-1

دان ی ـ بـه م یستی ـ در آن بایک ـیزینـرو مفهـوم ف  یم از ای ـکار دار و  ها سر  دانیس با م  یدر الکترومغناط 
ا چـاه را    ی ـورژانس چـشمه    ی ـد. میده ـ  یش م ی نما )22-1(ن مفهوم را با استفاده از شکل        یا .وابسته باشد 

  .اند ن اصل شکل گرفتهی هميز بر مبنای الف تا ج نيها کرد، شکل ی میمعرف
ن حالـت  یاند، در ا   شده خارج pک نقطۀ دلخواه همچون   یدان از   ی خطوط م  )الف-22-1(در شکل   

ک نقطـۀ دلخـواه   ی ـدان بـه  ی ـ خطـوط م )ب-22-1(در شکل  . خواهد بود  مثبتن نقطه   یورژانس در ا  ید
 )ج-22-1(در شـکل   . خواهد بـود یمنفن نقطه یورژانس در این حالت دیاند، در ا     شده وارد pهمچون
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 صـفر  pورژانس در نقطـۀ   ی ـن حالـت د   ی ـ نسبت به هم ندارند و در ا       ییگرا  چگونه هم یدان ه یخطوط م 
   .خواهد بود

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  ورژانسیۀ دیقض -1-7

 برابـر اسـت بـا شـار کـل      يدان بـردار یک م یرژانس  وی د یکند که انتگرال حجم     یان م یه ب ین قض یا
  :گریو به عبارت د. رنده حجمی در برگ از سطحِیخروج

)1-36      (                                      
S

dv  . A A . ds  

  )و برعکس( . میکن یل می تبديورژانس را به انتگرال سطح بستۀ برداری دیه، انتگرال حجمین قضی با ا
   سطح بسته انجام شود؟يد انتگرال روی چرا با:لسوا

  !شود یمعنا م یجه انتگرال حجم بیشود و در نت یجاد نمی اگر سطح بسته نباشد، حجم ا:جواب
  

x   ي تابع بردار   61-1مثال   y zx y  D a a a2 3  يورژانس را روی ـۀ دیصـحت قـض   .  مفروض اسـت   5
  .دی کنی آن بر مبداء مختصات منطبق است، بررس که مرکزa به شعاعيا کره

  
  :میکن یابتدا انتگرال سمت راست را محاسبه م :حل

 

 

      sin    

 sin  cos sin  sin sin  cos   ....

x y z Rs x y R d d
R a

aa a a d d

 

 

  

       

     


    

  

 

D . d a a a a
2 2

322 3 2 3 2

2 3 5

22 3 5 3

 

 



  

  .دانیش خطوط مینماورژانس با استفاده از یان دیب: 22-1شکل 

 ج  ب الف

  
  

p 

  
  
  

                        p 
  
  
  

                   p 

 
مثال کلیدي

www.PowerEn.ir 



 الکترومغناطیس مهندسی، تئوري، کاربردها و روش حل مسئله                                                            34

  :میآور ی سمت چپ را بدست م،ورژانسیۀ دی   حال با استفاده از قض

  
  

 

dv
dv a

  
  

 
. D

. D
325 35

  

  :م کهیریگ یجه میها نت  پاسخياز برابر

  dvs     D.d.D  
  
 نشان داده شده در شکل مقابل   s سطح بستۀ  :12-1ن  یتمر 

 آن   ي، کـه بـرا    R به شـعاع     يا   از کره  یبخش   ک ی ـ و
sinRره بـه شـعاع      یدا   ر ی ـ ز يدان بـردار  ی ـ م ي بـرا  . اسـت

  s D . d8[ .دیا محاسبه کن ر[  
  

sin
K k
R R 

 D a a1 2  
  
  
  يدان برداریک میکرل  -1-8
   است که اندازة آن حداکثر گردش خالص     يبردارکرل Aکـه سـطح بـه    ی در واحد سطح است وقت 

 جهـت داده شـده   ي که سطح طـور یکند و جهت آن جهت عمود بر سطح است زمان یل می صفر م يسو
  .دیه گردش خالص را حداکثر نماباشد ک

  
 ک نقطـه دلخـواه از فـضا        ی ـدر  ) یسیدان مغناط یر م ینظ (يدان بردار یک م ی ي اپراتور کرل رو   یوقت

در آن ) انی ـ جریر چگـال ی ـنظ(د آن بـردار    ی تول يا عدم وجود منبع بردار    یجۀ آن وجود    یکند نت   یعمل م 
  .دهد یز به ما میرا نان ی جری چگالي جهت آن منبع بردارینقطه از فضا است و حت

   کرلیکیزیر فیتعب -1-8-1
م کـه سـرعت آب در   یدان ـ یم، م ـ ی آب فـرو کن ـ    ي را به طور قائم در جـو       يدار  د چرخ پره  یفرض کن 

  اگـر آن را مطـابق شـکل   ).  استیک اصل کلین یا( حداکثر است ي صفر و در وسط جو  ي جو يها  کناره
)1-24 ، ,C A( د، ی ـن اختلاف سرعت در جهات نـشان داده شـده خواهـد چرخ   یا توجه به ا  م ب یقرار ده
بردار کـرل محـور   ن مورد  یدر ا . م داشت ی نخواه یرد چرخش یقرار گ ) 24B-1( اگر مطابق شکل     یول

  12-1ن یشکل تمر: 23-1شکل 

  
  

z 

 h 

S 

  
  
  

   y 

x 
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زان ی ـک بـردار م ی ـگـر کـرل   یبه عبـارت د  .زان چرخش را یاندازة آن م   دهد و   یچرخش را نشان م   
م ی قـرار ده ـ يکند واضح است که اگر چرخ را درست در وسط جـو   یجاد م یاست که آن بردار ا     یچرخش

  . صفر استيرا کرل بردار سرعت در وسط جوی ز،دینخواهد چرخ
  . کند ید آن بردار را مشخص می توليجۀ حاصله منبع برداریکند و نت یک بردار عمل می يکرل رو

دان یمانند م(مشخص کند ، ها اسکالر است د آنیا که منبع تول    ر ییمنبع بردارها ند  توا  یمورژانس فقط   ید
دان ی ـماننـد م (د آنهـا بـردار اسـت    ی ـ که منبـع تول ییو در مورد بردارها ) یکی از بار الکتر   ی ناش یکیالکتر

  . به ما بدهدیتواند اطلاعات ینم) یکیان الکتری از جری ناشیسیمغناط
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
   و مشخص کند؟یی را شناساينابع بردارتواند م یورژانس نمیچرا د -1-8-2

 اسـت  ی چرخـش یسی ـدان مغناطی ـ فـرم م  را که چ.  دانست یسیدان مغناط یتوان فرم م    یرا م علت آن 
 خطوط ستکهین در حال یارد،  یگیرات آن در صفحه صورت م     ییست و تغ  ی آن معلوم ن   ي ابتدا و انتها   یعنی
 آن يشـوند و ابتـدا و انتهـا   ی ختم م  یر منف  از بار مثبت شروع و به با       ی به صورت حجم   یکیدان الکتر یم

 و یک ـیدان الکتری ـر خطـوط م یتوان با در نظر گرفتن سطح بسته در مس  ین م ی ما معلوم است بنابرا    يبرا
 ـ.  بـه وجـود بـار در آن بـرد    ی پ، به آن سطح بسته  ی و خروج  ي ورود یکیمحاسبۀ شار الکتر    اگـر در  یول

 ،تهـطح بـس ـ به س ـیروجـخ  و ي ورود یسی شار مغناط   انتخاب شود  يا سطح بسته  یسیر شار مغناط  یمس
)ت  ــ ـفر اس ـشه ص ـی هم ،ردار وجود دارد  ـد آن ب  ـی تول يردارـع ب ـ که منب  یـی در جا  یـحت ) B .dS  

  . بردي به وجود منبع بردارین روش پیتوان با این نمیبنابرا
رات یی ـ و تغیهـا چرخـش      حاصله از آن   يها دانیکه م  )انیجر (يبردن به وجود منابع بردار     ی پ يبرا

  :میکنیر عمل میرد به صورت زیگیان صورت میآنها در صفحه عمود بر جر

  آب و حلقهيمدل جو: 24-1شکل 

A 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

B 
 
 
 
 
 
 
 
 

C 

 جهت حرکت 
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صـفحۀ عمـود بـر    (م است ی در آن ماکزHراتیی در صفحه که تغ يار بسته ی با انتخاب مس  
Hو محاسبۀ ) انیجر . dl ر بسته عبور ین مسی که از ا  یانیر جر ر بسته، مقدا  ین مس ی ا ي رو

  .گرددی محاسبه م،کندیم
شـود بـزرگ باشـد ممکـن اسـت            ی که انتخاب م   يا  ر بسته یاگر مس 

ر بـسته ماننـد   ی از مـس   يعبـور ) انی ـجر (يبردن به منبع بردار     یجهت پ 
ن شـکل انتگـرال      یدر ا  .میدچار خطا شو  ) 25-1(شکل   H . d ي رو 

ر بـسته عبـور   ی از مـس یانیدهد که جر  یفر است و نشان م    ر بسته ص  یمس
 از ، در خـلاف جهـت هـم   Iانی ـم جریدان ـ یکه، م ـیکنـد در صـورت   ینم ـ
ر بـسته را  ین خطـا مـس  ی مرتفع شدن ايکند، برا ی عبور م  2و1 يها  میس

 ـا. کننـد   ی کوچک انتخاب م ـ   یلیحول نقطۀ مورد نظر خ     ل ی ـل می ـن دل ی
  :میپس دار .است) 37-1( به سمت صفر در رابطۀ Sکردن

)1-37      (                           lim nS s 
 


 H .d

H a


  

 در آن سـطح  Hیسی ـدان مغناطی ـرات مییم تغمی که ماکز  است  یکه عمود بر سطح   یبردار   naکه در آن  
ن با استفاده از رابطـۀ فـوق   یدهد، بنابرا یرا نشان م  ) انیجر (ي جهت منبع بردار   naدر واقع . دهد  یرخ م 

 جهت یبرد و حت ی پیکی الکتریان حجمی جر یتوان به چگال  ی کرل معروف است، م    یکه به رابطۀ انتگرال   
  :شود یر محاسبه میه صورت ز بAک بردار همچونیکرل  .آن را مشخص نمود

)1-38      (                             
x y z

x y z

x y z
A A A

  
 

  

a a a

A  

  

 )1-39      (                       
u u uh h h

h h h u u u
h A h A h A

  
 

  

a a a

A

1 2 31 2 3

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3

1  

  

  انیخطوط جر: 25-1شکل 
 يسطح آمپر و

I
 

I
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  :ری زيدان برداری محاسبۀ کرل ممطلوب است :13-1نیتمر
sin cos  cos cos  sin  R        F a a a  

  
  سیمغناطولکتر کرل در ایکیزیمفهوم ف -1-8-3

از شـما   .دان مـرتبط باشـد  ی ـست بـه م یبا ین مفهوم میم ایح دادیورژانس توضیهمانطور که در قسمت د  
  .دیان کنی ب) الف تا ج26-1( يها م که کرل و مفهوم آن را با توجه به شکلیخواه یم
  
  
  
  
  
  

  
  

  ۀ استوکسیقض -1-9
دان ی ـک می ـ کـرل  یکند کـه انتگـرال سـطح        یان م یه ب ین قض یا 

آن  بـسته  ی برابر است با انتگـرال خط ـ   ،ک سطح باز  ی ي رو يداربر
  .ردیگ ی که سطح را در بر ميری مسي رو،يبرداردان یم

)1-40      (       ( )  
S

  A .ds A . d  

ۀ اسـتوکس را  ین شکل کاربرد قـض ید، ای توجه کن  )27-1(به شکل 
    :دهد ینشان م

 ، انتگـرال  Cری مـس ي روی خط ـيری ـگ  انتگـرال ي بـه جـا  دهد که ین اجازه را میۀ استوکس به ما ا   یقض
  .میـ را حل کنSي رویسطح

  
  . کند یل می بست صفر مC چون کانتور، صفر استيا  هر سطح بستهي روA انتگرال:تذکر
lAالد انتگریچرا با: سوال .dر بسته انجام شود؟ی مسي رو  
  .شود یمعنا م ی کرل بیجه انتگرال سطحیشود و در نت یجاد نمیر بسته نباشد، سطح ایاگر مس: جواب

  دانیش خطوط میان کرل  با استفاده از نمایب: 26-1شکل 
  

  ج  ب  الف

  
  
  

P 

  
  
  

P 

  
  
  

    P 

  ۀ استوکسی قض:27-1 شکل

        

C 

  
  

S
 

dS
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  .دهد یه را بهتر نشان مین قضیکاربرد ا) 17-1(مثال 
  

sinي تابع بردار   71-1 مثال   


A a2
ه ی ـ سـطح رو ياسـتوکس را رو  ۀیصـحت قـض  .  داده شده است

-1( دور زده اسـت مطـابق شـکل    xyکره را در صفحۀ میطح نـس  کهa به شعاعيا رهیر دایکره و مس  مین
  .دی کنیبررس) 28
  

   کهيریـمس. میکن یرا محاسبه م) 40-1(ابتدا سمت راست رابطۀ  :حل
  . استxy واقع در صفحۀaرة به شعاعیم دایریگرال بگد از آن انتی با

          sin   ad a


 
    
  A . d a . a

2 42
  

  :میابی ی را مAمحاسبۀ انتگرال سمت چپ ابتدا کرل يبرا

 sin  

...
sin

sin sin

R R R

R R

R

 

  




  
  

  

a a a

A 2
1

2 

  

حال انتگرال 
S

ds.A   :میکن ی را محاسبه م)(  

( )   cos  sin sin  sin sin    
sin R RR R R d d

R aR




 

    


        A . ds a a  . a
2 22

2
1

2 2 
  

                                                cos sin  a d d a


     

2 2
42 

  

  :م کهیریگ یجه میها نت  پاسخيپس از برابر

   ds.Ad.A   )(    
  

rيدان برداری م  81-1مثال   



F a
3

z, رةی و دا2 r 1داده شـده  يا  در دستگاه مختصات استوانه 
  ]8[ .ستین سطح برقرار نی و ايدان بردارین می ايۀ استوکس براید که قضینشان ده. است

 
 
 
 

  17-1 شکل مثال :28-1شکل 

  
  
  
  

y
 

  

z
 

a

 

 
مثال کلیدي
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  : می دار،میابی را بFدی ابتدا با:حل

( )      z z zr s r r dr d
 

       F a F  . d a . a
5 5

2 21 1
2 2

  

  (  )d r dr r


 
 

       F
2 1 3 1

2 2 11 22   
  

  : میکن یرا محاسبه م) 40-1(ست رابطۀ حال سمت را

    r d d


       F . d a . a
2 2


  

ن سطح ی و ايدان بردارین می ا يۀ استوکس برا  یم که قض  یریگ  یجه م ی نت ،ها   پاسخ يبا توجه به عدم برابر    
rن در یست و اشکال از وجود نقطۀ تکیبرقرار ن  است .  

R برداري دانـراي می ـیه استوکس ب  پقض بررسی صحت    مطلوب است  : 14-1تمرین      F a a a  و
aRبر روي سطح ،

  2، 
  2) .جهت لبه را پادساعتگرد در نظر بگیرید(  

 عملگرهـاي  در آخر فصل نیز با ترکیب همـین عملگرهـا،      . تا به اینجا با سه عملگر مهم آشنا شدیم        
این عملگرها نه تنها  معنـاي فیزیکـی خاصـی         . مکرر برداري را تولید و در مورد آنها بحث خواهیم نمود          

چیــزي کــه در حــل مــسائل (هــا  بلکــه در حــل بــسیاري از انتگــرال) آنگونــه کــه اشــاره شــد(دارنــد 
یح و بجـا از ایـن   چگـونگی اسـتفادة صـح    . کاربرد دارنـد  ) شویم  الکترومغناطیس به وفور با آن مواجه می      

کـه در ریاضـیات پایـه بـا     (ها  عملگرها و قضایاي مطرح شده، توجیه مناسبی براي بررسی مجدد انتگرال  
  .خواهد بود) اید آنها آشنا شده

  هایی شامل توابع برداري انتگرال -1-10
ر یکی انتگرال روي مسی. گیرند در الکترومغناطیس سه نوع انتگرال مورد بحث و تحلیل قرار می

هر کدام از . و در نهایت انتگرال حجم) هر کدام در دو حالت باز و بسته(گري روي سطح ـو دی) طول(
  :توان به صورت زیر نشان داد هاي گفته شده را می انتگرال. این انتگرالها معنی فیزیکی خاصی دارند

C S

S V

  ,             ,      

   ,        ,        ,        ,     
V S

F dv F F F dv

   

    

A . d A . d , A . ds A . ds

d ds ds A




 



 


  

  هایی را ارائه خواهیم نمود رت لزوم مثالها پرداخته و در صو در ادامه به بررسی این انتگرال

www.PowerEn.ir 



  و روش حل مسئلهالکترومغناطیس مهندسی، تئوري، کاربردها                                                           40

  ریانتگرال مس -1-10-1
  :ر استیانتگرال اول به شکل ز. میریگ یر را در نظر مین درس سه نوع انتگرال مسیدر ا

,

 ( )
P

P C

F d F r dt 
2

1

  

c آن از نقطۀي است که انتگرال رویخم p1تا p2 )يهر دو روc(شودی محاسبه م.tاست ي پارامتر 
r,  فضا مثلاًيرهای از متغیکیتواند  ی میف شده ولیاساس آن تعر که خم بر x ای ر یک متغیا ی  و
 .ف  شودیچهارم تعر

 
F تابع  91-1مثال  x y 3محاسبۀ مطلوب است. دیریر نظر بگ را د  dF ریر زی مسي رو.  

  
y: میکن یمحاسبه مر را یابتدا معادلۀ مس: حل x  2 2         

txبا فرض جهی و در نتy t  2   :میآور ی را بدست مF ، تابع2

                    ( )F t t t     3 2 2 5 2  
  ورـن منظـی ايم، براـیرا بدست آور dد یۀ انتگرال باـ محاسبيبرا

  :میینمار عمل ی به صورت زکافی است 

      ( ) ( )  ( )   x yd dt dt dt
t t

 
     

 
2 2 21 2 5  

  :م داشتیپس خواه

 ( )  F d t dt t t     
1

2 15 5 55 2 5 2 52 2




 

سبۀ انتگرال    محا مطلوب است  :15-1ن  یتمر dF  با معادلـۀ     يری مس ي رو x y 2 2 x, و   4 y   

  :ری توابع زيبرا
F )الف x y 3                      ب( cos sinF r   2 2  

  19-1ل مثال شک: 29-1شکل 

            y 

  
  
  
  

x 

           1 

   
  
  

           2 

F x y 3 

مثال کلی
دي
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   به صورتیر، انتگرالین انتگرال مسیدوم
,

p
c p F . dR2

1

زان کار انجام ی آشنا، که ميا رابطه.  است

در هر . شود یم می تقسdR به عناصر کوچکp2و p1ن نقطهیر انتگرال بیمس. دینما یشده را محاسبه م
dR.Fنقطه  ید و در حد وقتنشو ی با هم جمع میاخل ديها ن ضربیگردد و حاصل ا ی محاسبه م  
dR چون در حد. ن جمع برابر انتگرال استی اdRن انتگرال در واقع یشود ا یر می مماس بر مس
  . آورد ی را به حساب مF يدان برداریر می مماس بر مسيها مولفه

  
  
  
  
  

cos اگر20-1مثال  sin  rr   A a aمطلوب استصورت  نی ، در ا 
 محاسبۀ  A . dl31-1 (ر نشان داده شده در شکلی مسي برا(.   

  
  :م کهییم بگویتوان یم: حل

        
b c d a

L a b c d

 
    
 

    A . dl A . dl  

r همواره abر یدر طول مس    : نروی ا بوده از2
              r d d     dl a a2   

  :    پس

  ( cos  sin  )  (  ) cos ( )
b

r
a

r d 


   


        A . dl a a . a
3

6

32 2 3 1
6









 

  :م داشتیها خواه ریگر مسی دين صورت برایبه هم

  ( cos  sin  )  (  ) cos
c

r r
b r

rr dr 


    A . dl a a . a
5 2

2

5 21 33 22 4
  

  ( cos  sin  )  (  ) cos ( )
d

r
c

r d 


   


      A . dl a a . a
6

3

6 55 5 3 123









  

  20-1شکل مثال : 31-1ل شک

  ر، کاریانتگرال مس: 30-1شکل 
  
  

y 

  
  
  
  
  

d 

  
  
  
  
  
  
  

5
 

2
 

        
  
  
  
  
  
  

 x 

S
 

  
  
  

     

c
 

  
  
  

2
 

  
  
  

5
 

  
  
  
  
  

  
  

6  

  

3  

  
  
  

     L 

O
 

              
                   

a
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

b 

dR

F
 

P1

P2
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  ( cos  sin  )  (  ) cos
d

r r
c r

rr dr 


      A . dl a a . a
2 2

5

2 216 52 4
  

  :نکهیجه اینت
( ) .

L

   A . dl 27 3 1 4 9414  

  .دی حل کنمجدداًۀ استوکس ی را با استفاده از قض)20-1( مثال :16-1ن یتمر

sinيروی کار انجام شده توسط ن     :17 -1ن  یتمر cos  cos cos  sin  R        F a a a  ي بـرا 
) از نقطۀ یانتقال جسم , , )A  1 6 2

) به نقطه , , )B  1 3 4
  .دی را بدست آور

  
  به شکل  یم، انتگرال یکن  ی م ی که بررس  يرین انتگرال مس  یآخر

C

dr F ن انتگـرال ی ـشک ا  یب.  است، 

ن انتگـرال   ی ـبـدون ا  . ک اسـت  یاسـتات الکتروالخـصوص     یس و عل ـ  ین انتگرال در الکترومغناط   یتر  يکاربرد
 ک تـابع ی Fن حالت انتگرالدهیدر ا. دیی نمايادینرو به آن توجه زیاستفاده از قانون کولن معنا ندارد، از ا     

 که انتگـرال  ردد توجه کی باباشد انتگرالده بردار یوقت. ل اسکالر طول استیفرانسی دdrdr و   يبردار
 عـلاوه بـر   یعن ـی محاسبه شود    ين جمع بردار  ید مطابق قوان  ین با ی است و ا   يک جمع بردار  یکننده   انیب

   :مین داریز در نظر گرفته شود، بنابراید جهت نیها با اندازه
  r rr z d z d  a a  

 با هم تفاوت دارند پس اگر اندازة بردارهـا را بـا هـم        raي مختلف بردارها  يهاياز آنجا که به ازا    
 .دیآ یح بدست نمیجه صحیم نتیجمع کن

  

 م ؟ید چه کنی محاسبه انتگرال فوق بايپس برا
,کهی يکه بردارهاییاه مختصات قائم، جادار به دستگل بریتبد ,z y xa a aن یبنابرا. اند شه ثابتی هم

ن یا. دیآ ی بدست ميبردار ری غیب انتگرالین ترتیر انتگرال خارج کرد و به ایها را از ز توان آن یم
  .میده یز انجام می ني دستگاه کرويعمل را برا

 

 حـساب  xy  واقع در صـفحۀ 2 به مرکز مبدا مختصات و شعاع  يا  هری دا ير را رو  ی انتگرال ز   12-1مثال  
  .دیکن
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cos   r d I a   
dر فوق به صورت ی مس ي رو d :حل d 2دیبا.  خواهد بودaن ی ـم تا ایه کنیتجزه ی را به عوامل پا

        :میدار. انتگرال قابل حل شود
sin  cos  x y    a a a  

  :میکن ی محاسبه میپس به سادگ

sin  cos  ( sin  cos  )  cos   x y y yr d d d
 

               I a a a I a a
2 2 22 2 4 4
 

  

  
  انتگرال سطح -1-10-2

  :می نوع انتگرال سطح سر و کار دارس با سهیدر الکترومغناط

 
s

ds I F3،    
s

I  F . ds2 ،   
s

I f ds 1  

افته و سپس ی را dsکافی است انتگرال دو گانه ساده است، ک ی :I1 انتگرال 
  .میانتگرال را حل کن

  
  :I2انتگرال 
dsF. توان به شکل یرا مdsn    a.F نوشت که در آنna کۀ عمود بر سطح استی بردار.na.F    

شود که در  یل می تبدI1 در واقع به انتگرال از نوع I2پس .  استFيدان برداریمولفه عمود بر سطح م
 توجه 32-1به شکل  (.نامند ی مFدانی را شار مI2حاصل انتگرال.  استF مولفۀ عمود بر سطحfآن
  )دیکن
  

  :I3انتگرال 
ریس همانند محاسبۀ انتگرال مI3 محاسبۀيبرا dr Fم که انتگرال بردار است و ید توجه کنی با

د بردار داخل یر، بایهمچون محاسبۀ انتگرال مس.  استيک جمع برداریجمع موجود در انتگرال 
 يریر انتگرالگیر متغییشوند با تغ ی که با هم جمع مییم که جهت بردارهای در آوریانتگرال را به صورت

 .شود یان بردار در دستگاه مختصات قائم انجام می با بن کار معمولاًیا. ر نکندییتغ
  

  .میکن ی می را بررسیی مثالهاI3 وI2ير را مرور کرده و سپس براید زیابتدا نکات مف

  انتگرال شار– 32-1شکل 

ds 

 
 
 
 
 

F
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 اتیاضیسه نکته از ر

  
  :ر استیبه صورت زک خط یر واقع بر ی معادله صفحۀ گذرنده از سه نقطۀ غ-1

)1-41      (                          
x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z

  
   
  

1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

  

  

),( اگر سطح به صورت -2 yxfz می دارل سطحیفرانسی دي، برا داده شده باشد:  

)1-42      (                         ( ) ( )   f fds dx dy
x y
 

  
 

2 21  

  

kzyxfی با فرم کلSعمود بر سطح کۀ ی بردار -3 ),,(برابر است با :  

)1-43      (                                 ( , , )
( , , )n

f x y z
f x y z


 


a  

  

 انتگــرال 22-1مثــال  ds Fبــه شــعاع يا  کــرهي را رو aتــابع ي و بــه مرکــز مبــدا مختــصات بــرا 
 

( )
RR

R h



aF 2 2

  .دی بدست آور

  
sin سطح کرهي رو:حل   ds a d d     :پساست،  2

  sin    R
ads a d d

a h
        F a2

2 2
  

  :میه کنیه تجزیرا به عناصر پا Raدیبا

  sin sin cos  sin sin  cos    x y z
ads d d

a h
 

         
  F a a a

3 2
3 2  

  

y, بیضرا xa aرا انتگرالی ز،اند  صفرsinو cosپس. ک دورة تناوب صفر استی ي رو:  

 cos sin   z
ads d d

a h
 

    
  F a

3 2
2 2  
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zDیکی شار الکتری چگال: 18-1ن یتمر a2به مشخصات يا کره میۀ نیرو  که ازيمقدار شار.  است 
کند، چقدر است ؟  یر عبور میز   2 ، 

  2 ، aR  

 انتگرال  32-1مثال  ds.F xFر و تابع ی شکل زی سطح مثلثي را برا   a2   
  .دیبدست آور

  
  : م کهیدان یم.  استdsن یی کار تعی بخش اصل:حل

                           nds ads    
  .میده یب انجام میر را به ترتی زينرو کارهایاز ا
  :میدار) 41-1( معادلۀ سطح با استفاده از رابطۀ يبرا

                          yz a x   2
   

ds   :                    م داشتیخواه) 42-1(با استفاده از رابطۀ  dx dy dx dy   
1 31 1 4 2

      

):                                  میدار) 43-1(با استفاده از رابطه  , , ) x y zf x y z   a a a2 2          
( , , ) ( )
( , , )n x y z

f x y z
f x y z


   


a a a a1 2 23
  

  :میابی ی را مdsحال
          ( )  x y zds dx dy   a a a1

2
          nds ads    

  :پس
  

    
a a y

dx dy a


   F . ds
2 2 22 2
 

  
  

   انتگرال سطحیلیات تکمحیتوض
در انتگرال ds.A    ازگر وجود دارندیکدیو جهت مخالف  همواره دds چون در امتداد عمود بر،  

رو مقدارنیا
s

ds.A  sکهیژه وقتیو هب.  محاسبه شود-ا ی  ممکن است)ت اسکالر استیک کمیکه (   

ار ی در اختيشتری اطلاعات بds انتخاب برداریبسته باشد، مگر آنکه نسبت به چگونگه ریک سطح غی
 در تمام نقاط سطح به dsن است که برداری انجام شود، معمول ايا  سطح بستهياگر انتگرال رو. باشد

  23-1شکل مثال : 33-1شکل 
    ( , , )A a   

( , , )C a  

         ( , , )B a  

         z 

  
  

x 

  
  
  
  

y 
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ز یک سطح فضا را به دو بخش متمایگردد که  ی ميادآوری .شود یرون آن در نظر گرفته می بطرف
  .مینام ین سطح میرون ایگر را بیک بخش را درون و بخش دی که ،کند یم میتقس

  
 مقدار انتگرال42-1 مثال 

s

sd.A  که  
R A a1و S  یجانبسطح  

6ۀ ی و زاوm2به طول ی مخروط دی است را بدست آور.   
  

  :ف کردیر تعری را به صورت زdsتوان ی شکل مي از رو:حل

               sin       R d dR R dR d   ds a a13 2
  

  :م داشتیپس خواه

            R dR d dR d
R

 

         A . ds a . a
2 2 2 21 1 1 22 2   

  

  
  انتگرال حجم -1-10-3

د دسـتگاه مختـصات   ی ـ که بسته به حجم مـورد نظـر با  نمودد توجه ی مشابه قبل است فقط با    قاًیدق
  . تمام حجم را پوشش دهدdv مشخص گردد کهيده شود و حدود انتگرالها به نحوی برگزیمناسب

  
RRFيدان بردار ی م :19-1ن  یتمر a  ه  مکری و نR 1 ، z       د،ی ـری را در نظـر بگ dvF  را حـساب 
zdv  :جواب( .دیکن 

F a4
 (  

  
   مکرري برداريعملگرها -1-11
  نیلاپلاس -1-11-1
  ن اسکالریلاپلاس -1-11-1-1

در دسـتگاه   . شـود   یف م ـ ی ـ آن تـابع تعر    انِی ـ گراد ورژانسِی ـک تابع اسکالر به صـورت د      ین  یلاپلاس
  .توان به سهولت محاسبه نمود ی را مVن تابع اسکالرین لاپلاسیمختصات کارتز

  
  
  

  24-1شکل مثال : 34-1شکل 

  
  
  

    

z
 

  
  
  

       

y 

x 

  
  
  

6  

  
  
  
  

m2
 

مثال کلیدي
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)1-44      (      ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( ) V x y z V x y z V x y zV V
x y z

  
      

  
.

2 2 2
2

2 2 2  

  :میو در هر دستگاه متعامد دار

 )1-45    (h h h h h hV V VV
h h h u h u u h u u h u

           
                    

2 2 3 3 1 1 2

1 2 3 1 1 1 2 2 2 3 3 1

1  

 از شـعاع  ی فقـط تـابع  V کهی و در حالتيدستگاه مختصات کرو ين را برا یسرابطۀ لاپلا  :20-1ن  یتمر
  .دی محاسبه کن،است

  
  ين برداری لاپلاس-1-11-1-2

دهـد و بـه    ی را بدسـت م ـ ي بـردار یدانی ـ عمل کرده و م    ي بردار يها  دانی م ي است که رو   يعملگر
  :شود یف می کرل آن تعر کرلِيورژانس، منهایان دیصورت گراد

)1-46      (                          (  )    A  . A A2  
  

  ي برداريها دانی ميبند دسته:  دو اتحاد صفر-1-11-2
 قـرار  یکـار رفتـه را مـورد بررس ـ   صورت مکرر به    ن قسمت دو اتحاد که در آنها عملگر دل به           یدر ا 

  . هستندیکیزی مفهوم فيس دارایحوزة الکترومغناطن اتحادها همواره برابر صفر بوده و در یا. میده یم
  
  Ιاتحاد  -1-11-2-1

  . متحد با صفر استيدان عددیان هر میکرل گراد
)1-47      (                                   ( )V     

ان ی ـ بيدان عـدد ی ـک میان یت گرادتواند به صور  ی بدون کرل باشد، آنگاه م     يدان بردار یک م یاگر  
 باشد آنگاه اگر   يدان بردار ی م Eدیفرض کن . شود E  يدان عـدد یم میتوان ی باشد، مV  را چنـان 
  :م کهیف کنیتعر

)1-48      (                                     VE  
  

 مینام یو میا کنسرواتی یی، ابقایرگردشی غيدان برداریک میدان بدون کرل را یهر م.  
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اد ی ـل زی پتانـس ،می حرکـت کن ـ یکیدان الکتری اگر در جهت عکس م    :)48-1( رابطۀ   یه علامت منف  یتوج
  . شود یم
  
  ΙΙ اتحاد -1-11-2-2
  : با صفر است متحديدان برداریورژانس کرل هر مید
)1-49      (                                  ( )   . A   

م کـه  ی ـ بـه خـاطر آور  کـافی اسـت    ،میرین رابطـه را بپـذ   ی ـ ا یحیچ توض ـ یم بـدون ه ـ   یاگر بخـواه  
  ( )a a b . ،  ن حالت عملگر دل همچون بردار     یدر اa  بـدون  يدان بـردار ی ـک م یاگر   .کند  ی عمل م 

ن ی ـد ای ـفـرض کن . ان کـرد ی ـ بيگـر ی ديدان برداریرا به صورت کرل م    وان آن ت  یورژانس باشد، آنگاه م   ید
  کند که اگر    ی وارونه مشخص م   انِین ب ی باشد، ا  Bيدان بردار یم . B   يدان بـردار ی ـ باشـد، مA را 
ABف نمود که یتوان چنان تعر یم . 

  
 نامنديدیدان سلونوئیک میورژانس را یدان بدون دیک می . 
 

 خـود  ي از هر سطح بسته صفر است و خطـوط شـار رو            يدیدان سلونوئ یک م ی یشار خالص خروج  
 يدان بـردار ی ـتواند بـه صـورت کـرل م    ی است و ميدی سلونوئ Bیسی شار مغناط  یچگال. شوند  یبسته م 

  .ان گرددی ب)شود یده میز نامی نAي برداریسیل مغناطیکه پتانس( يگرید
  
د آن ی ـد کـدام بـردار، منبـع تول   ید و مشخص کنیر را بدست آور ی ز يد بردارها ی منبع تول  :21-1ن  یتمر 

   است؟يد آن برداریاسکالر و کدام بردار منبع تول
 )الف

 r 
H a1

2
  

)) ب )   x y zy x x z   A a a a2 23 2 2  
sin) پ  cos  sin  r zz z r z    B a a a2 2 2  
sin )ت cos  cos cos  sin  R        C a a a  
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  هولتز ۀ هلمی قض-1-12
 دان ی آن می و کرل آن را به عنوان منبع گرداب      یتوان به عنوان منبع فوران      یک بردار را م   یورژانس  ید

  .  کردی تلقيبردار
 ۀ نقاط فضا معلوم باشند آن  یک بردار در کل   یورژانس و کرل    یدارد که اگر د     یان م یلتز ب هو ۀ هلم یقض

دان معلوم باشـند  یک میگر اگر منابع بوجود آورندة یعبارت دد بنمون ییتوان به طور کامل تع   یبردار را م  
 :دان به طور کامل قابل محاسبه استیآن م

)1-50      (                                AF  V  
ها نـشان   دانیه را در درك مین قضی از کاربرد ایند بخشیآ ی که در ادامه م)26 -1( و  )25-1( يها  مثال

  .خواهند داد
  

  ]1[ :ر مفروض استی زي تابع بردار52-1مثال 
( ) ( ) ( )x y zy c z c x z c y z     F a a a1 2 33 2  

,ي باشد، ثابت هایرگردشی غFاگر) الف ,c c c3 2   .دین کنیی را تع1
  . گرددF برابرVد کهیابی را چنان بVيل عددیتابع پتانس) ب
  

  :پس.  کرل آن صفر استیعنی است یرگردشی غFتابع )الف :حل

( ) ( ) ( )x y zc c c      a a a3 1 22 3   

( )

x y z

x y z
y c z c x z c y z

  
  

  
   

a a a

F

1 2 33 2

  

,                          :دهد یجه میکه نت        ,     c c c  3 1 22 3  
  :میکن یان کرده و معادله را حل میآن را ب. VF:مید داشته باشیبا) ب

( ) ( )x y z x y z
V V VV y x z y z
x y z

            
  

F a a a a a a3 3 2 2  

  :م داشتیت خواهیدر نها
V y z x y z   212 3

2
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  ]1[ .ر ی زيهادانی مي برایلوب است ارائۀ مثال مط62-1مثال 
   . (یرگردشی و غيدی سلونوئ)الف   . F , F (  

  . (ی اما گردشيدی سلونوئ)ب   . F , F (  
    . (يدیرسلونوئی اما غیرگردشیغ) پ   F , . F (  
   .( يدیرسلونوئی و غیگردش) ت   . F , F (  
  

  . از بار یۀ تهی ساکن در ناحیکیدان الکتریم)  الف:حل
  .انی حامل جريک هادی دائم در یسیدان مغناطیم) ب
  . باردار يا هی ساکن در ناحیکیدان الکتریم) پ
  .ر با زمانی متغیسیدان مغناطیک میۀ باردار به همراه ی در ناحیکیدان الکتریم) ت
  
  وی کنسرواتيتوابع بردار -1-13

 ي دارد بـه توابـع بـردار   یر حرکت بستگ ی که کار انجام شده توسط آن به مس        F مانند يارتوابع برد 
 یرچرخـش یا غ ی ـ یی ابقـا  ياگر تابع بـردار    .اند  موسوم یا چرخش یستار و   یرپایو، غ یرکنسرواتی، غ ییرابقایغ

 نـدارد،  یر حرکـت بـستگ  ی است که کار انجام شده بـه مـس        یبدان معن )  کرل آن صفر باشد    یعنی(باشد  
جـه  ی را نتيتـر  م که انتگرال سادهی استفاده کن يریم از مس  یتوان  ی محاسبۀ کار انجام شده م     ين برا یبنابرا
 ـ، و محاسبۀ کار انجام شدهيریگ ر جهت انتگرالین مسی بهتریی ابقاي توابع بردار يبرا .دهد  کـه  یشرط ب

  :گردد یر انتخاب میت زصور ب،وسته باشدین و پیر معی در طول مسيتابع بردار

گـر صـفر   یر دی ـر کنـد و دو متغ    ییر از دستگاه مورد نظر تغ     یک متغ ی که   يری انتخاب مس  :در درجۀ اول  
  . باشند

ر ثابـت و  ی ـک متغی ـر کنـد و  یی ـراز دستگاه مـورد نظـر تغ  یک متغی که   يری انتخاب مس  :در درجۀ دوم  
  . صفر باشديگرید

گـر ثابـت   یر دی ـر کند و دو متغییز دستگاه مورد نظر تغ  ر ا یک متغ ی که   يریانتخاب مس : در درجۀ سوم  
  .باشند

ا حجـم مـشخص شـده در    ی ـر سطح ی بلکه مس،ستی انتخاب دستگاه تابع داده شده ن      ي ملاك برا  :تذکر
  .سوال است

  .دیر توجه کنی زيها به مثال

مثال کلیدي
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 محاسبۀ کار انجـام شـده   ير براین مسی است، بهتریی داده شده ابقايرویم تابع نی اگر بدان  27-1 مثال  
)ن نقاط یب , , )P1 5  ، ( , , )cm cmP2 1 6 2  ست ؟ی چيا  در دستگاه مختصات استوانه  

  P1  که ازيریمس :میکن یگونه انتخاب م نیر را این مسیا: حل
   ها بهz محوري و سپس روo)(م به مبداء مختصات ی مستق

ا ـ بo)(ۀـطـ نق  6  و z  2طۀ ـه نقـ بp2رود یـ م.  
Pooر یمس( P1 2.(  

  :تذکر
r رو یع نـ اگر تاب z

k k
r

 F a a1
  ریـمس يتوان برا ید، نمـ باش2

rرفت چون در ء  به مبداp1 ابتدا از   يروی تابع نFنی نامع  
Pooر یـ است پس مس P1   هـ کيریست و مسی نیبـر مناسیـ مس2

) به p1 از   , )z M     و از Mبه N ( , )r z 1 سپس از N به ( , )r P  21 6 رود ی م ـ ،
) یعنی )P MNP1   !)دی رسم کن35-1 شکل ير مورد نظر را بر رویمس(.  مناسب است2

  
cosبـردار   28-1 مثال  sin

RR R 
 

 A a a3 3
ن صـورت  ی ـ مفـروض اسـت در ا  ي در مختـصات کـرو  2


C

B

d.A ــصات    ــه مخت ــرو ,BC ک ــتگاه ک ــورت  ي در دس ــه ص ) ب , , )B  
 2 3 4

) و  , , )C  
 1 2 6

 

  .دی را محاسبه کن،باشند یم
  

نـرو  ی از استیوابسته نر حرکت ی و به مسبودهو ی کنسراواتيروی ن کی Aلاتاگونه سو نی معمولا در ا   :حل
d.Aبا محاسبۀ  نـصورت انتگـرال   یجملۀ آن مـشتق گرفتـه شـده و در ا   ک یم که نسبت به یابی ی در م   

ف ی ـ تعريا  جداگانـه  يرهایم و مـس   یشکـست   یرها را م ـ  ید مـس  ینگونه نبود با  یاگر ا . شود  ی ساده م  یراحتب
  :)22-1نیتمر (میودنم یم

cos sin  (   )  (    sin   )
c c

R R
B B

dR R d R d
R R   
        A . d a a . a a a3 3

2  

  
  
  

  27-1شکل مثال : 35-1شکل 

  
  
  
  

y
 

 
 
 
 

z  

  
  
  
  
  

x 

O
 

 
 

O  

  
  
  
  
  

P2 

  
  
  
  

P1
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( , , )
cos coscos sin cos cos   ( )

( , , )

C C

B B

dR d d
R R R R

 

 
   

 

 
       3 2 2 2

1 2 6
2 12 3

1 4 8

2 3 4

  

  
  .دی حل کن مناسب مجدداًيرهای را با انتخاب مس)28-1(مثال : 22-1ن یتمر

  
  نی انتگرال گريتئور -1-14

gfد کهیفرض کن   F  م کهیریگ ی مجهینتورژانس یۀ دیطبق قضآنگاه:  
  

   (  ) f g f g dv    . ds .  

)  يبا استفاده از اتحاد بردار  )  f g f g f g     .   :میآور ی بدست م2.
 (  ) f g f g f g dv     . ds .2  

g اگر،به صورت مشابه f Gمی دار، باشد:  
 ( ) g f g f f g dv     . ds .2  

  :م داشتی خواه،می را از هم کم کنۀ آخراگر دو معادل
)1-51      (              (  )  (  ) 

S V

f g g f f g g f dv       . ds 2 2  

 ،رود ی به کار م ـيط مرزی از مسائل شرايارین معروف است و در بس    یۀ متقارن گر  ین رابطه به قض   یا
 ـ  استن ی گریپاسخ ه همی به قضیابی و دستيساز ن رابطه اساس سادهی ایاز طرف   در ی کـه کـاربرد فراوان

  .ها دارد يالخصوص هاد ی در اجسام مختلف و علییمحاسبۀ بار القا
  

R.ARV )  ( بـه صـورت    V بردار مکان باشد و بردار     R ثابت و  ي بردار A اگر  92-1مثال    ف ی ـ تعر
 ]8[ :د کهیشود نشان ده

) ) الف   ) . V A . R4                 ب(   V A R  
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  :حل
  :می دار، استيک تابع عددی ر که در آنی با توجه به اتحاد ز) الف

)1-52      (                           (  )          . E . E E .  

(   ) (  )  (   )    .V A . R . R R . A . R  
 ي برایاز طرف . R         :پس، 3

 (   ) (   ) (   )   . V A . R A . R A . R3 4  
  :میکن یر استفاده میزاز اتحاد  )ب
)1-53      (                       (  )        M M M  

  :پس
 (   ) (   ) (   )    A . R R A . R R A . R R  

 یاز طرف R ،جهی در نت :  
RAV   
                                                       

  :دی ثابت کنH وEریل پذیفرانسی دي بردار در مورد توابع: 23-1ن یتمر
)1-54      (                              ( )  ( )  ( )     . E H H . E E . H  

 م کـه  یر نشان ده ـی زيم با استفاده از اتحاد برداریخواه ی م:24-1ن  یتمر   F (P . E) (P . )E 
  .درست است

)1-55   (                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )          A . B A B B A A . B B . A  
   :صورتنیدر ا
  . م است برقرار باشدز لاE وPي بردارهاي برایطیچه شرا) الف

   دارد؟یط چه مفهومین شرای ايبرقرار) ب
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   مهميانتگرالها -1-15
. انـد  ر ارائـه شـده  ی ـ در ز دارنـد  يادی ـزکـاربرد    سیاط کـه در حـل مـسائل الکترومغن ـ        ییها  انتگرال

ن ی ـ از ايتـر  نـرو نـسخۀ کامـل   ین درس اسـت، از ا ی ـ حل اغلب سـوالات ا يها   از بخش  یکی يریانتگرالگ
 بـه آنهـا سـهولت    یوست آخر کتاب آورده شده تـا در دسترس ـ یاز در پیها به همراه روابط مورد ن      انتگرال

  . استياند و دانستن آنها ضرور يار کاربردیر بسی زيها رالن حال انتگیبا ا. جاد گرددی ايشتریب

)1-56(                                                                               
( )

dx x
a x ax a




 3 2 2 22 2 2

  

)1-57                                                       (                           
( )

x dx
x ax a





 3 2 22 2 2

1  

)1-58                                (                         ln
( )

x dx x x x a
x ax a


   




2
2 2

3 2 2
2 2 2

  

)1-59                                             (                             lndx x x a
x a

  


 2 2
2 2

  

)1-60                                         (                                           xdx x a
x a

 


 2 2
2 2

  

)1-61 (                                                                                             
tan ( )dx x

x a a a


 1
2 2

1   

)1-62                                                          (                        lnxdx x a
x a

 
 2 2

2 2  

)1-63                               (                                                 tan ( )x dx xx a
x a a

 

2

1
2 2  

)1-64                                       (                                                       
n

n uu u dx
n



 


1

1
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  ان فصلی مسائل پا-1-16
ــردار -1 sin دو ب

tancosRR  




  


A a a a2

2 8 8 4 2
2 32 2 2

 و sin
cosr zr 



  


B a a a2
1 2

1
 

)در نقطه    , , )3 4 ن دو ی ـن ایۀ بیزاواً یثانان کرده و ین دو بردار را در دستگاه قائم ب   یااولاً  . اند   داده شده  5
  .دیبردار را بدست آور

  
) بردار -2 cos ) ( sin ) ( )r zz r r z       A a a a6 3 2 4 3 8 sin و 2  cos  r z   B a a2 3 8 

) که بر هر دو در نقطۀ يا کهیبردار . اند داده شده , , ) 21 1
3

  .دی عمود است را بدست آور
  
  :ری زيرهای مسي براdl محاسبۀ مطلوب است -3

y با معادلۀ يری مس)ب              a به شعاع يا رهی مرز داي رو)الف x  2 2  
  )دیان کنی بيا ن و هم دستگاه استوانهی مورد اول پاسخ را هم در قالب دستگاه کارتزيبرا: تذکر(
  
h با رابطۀ    يا  ارتفاع تپه  -4 x y  2 21 3 ن ی ـ ا بدون داشتن اصطحکاك با    یتوپ. شود  ی م ي مدلساز

ر ارتفـاع در  یی ـن تغیشتری ـ را کـه در آن، ب يا  نقطـه . شـود   ین رها م  یین نقطه به سمت پا    یسطح از بالاتر  
  .دیابیافتد را ب یرات در سطح افق اتفاق میین تغیکمتر

  
د که یم نشان دهی مستقيریگ  با مشتق-5

R R
        
   

1   : ، که در آن1

     R x x y y z z       2 2 2  

x يرهایان نسبت به متغیدهندة گراد  نشانلامتو  ع  ،y  و z است .  
  
  .دی کنیبررسر ی تابع زيورژانس را برایۀ دی قضa به شعاع يا ک هشتم کرهیبا استفاده از  -6

cos  cos  cos sin  RR R R      F a a a2 2 2  
  
x   يدان بـردار  یم -7 yx y x A a a2  سـطح  يۀ اسـتوکس را رو    یصـحت قـض   . دی ـری را در نظـر بگ     2

OMNOدی کنی بررس )36-1 ( در شکل .  
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dE  محاســـبۀ انتگـــرالمطلـــوب اســـت -8 . Sير و تـــابع بـــردا)37-1( ســـطح شـــکل ي بـــرا 

R
q

R 
E a24 

.  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
rrيروی ـ در مقابـل ن   m جرم ییجا   کار لازم جهت جابه    -9 r  F a a  ری را در امتـداد مـسab c  

  .دیابی ب)38-1(شکل 
  
 انتگرال سطح بستۀ     -10 A .dS  ي تابع بردار  ي را برا x yx y A a a      1 ( و سطح مکعـب شـکل-
  .دیورژانس صحت پاسخ خود را اثبات کنیۀ دیبا استفاده از قض. دیابی ب)39
  
  
  
  
  
  
  
 
 
 
 
 

 8ن یل تمرشک: 37-1شکل  7ن یشکل تمر: 36-1شکل 

 10ن یشکل تمر: 39-1شکل  9ن یشکل تمر: 38-1شکل 

O M 

N 

   

y 

  
  
  
  
  
  

x  

3  

  
  
   

y
 

x

  
           

z 


 

S

R

  
  
  
  
  

x
 

 
 
 
 
 
 

m2
 

y
 

z 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

x
 

  
  
  

y   

  
  
  2

 

  
  
  

2
 

  
  
  

2
 

  
  
  

a
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

b   
  
  
  
  
  
  
  
  
  

c
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ي بـردار  يها  دانی با توجه به م    -11

z



E a1 2 

 و 
z




 E a2 2 

 S2 و S1ح  ن سـطو  یو همچن ـ 

  :د کهی، اثبات کن)40-1(شکل 

S S

s s  E .d E .d
1 2

1 2    

sinيدان بردار ی م ي را برا  dsAانتگرال   -12  cos  rr r   A a a2    و سطوح S1   و S2کل  از ش
x ي در فضاa و شعاعlست به ارتفاعیا  که استوانه)1-41(   ، y   و z  8[ .دی محاسبه کن[ 
  

x   بردار -13 y x z  x y zF a a a2   :مطلوب است.  داده شده است3

)الف
( , , )

( , , )

 
B

A



 F . dl
11 2

1 2 3

  .کند ی وصل مB را بهA است کهی خطيریگ ر انتگرالیکه مس

 )ب
S
 F . dS که S   آن در صـفحات   يهـا    کـه قاعـده    2 بـه شـعاع      يا   سطح اسـتوانه z  2و z  2 

  .باشند یم
  )ج

S
 F . dSکه S6ه ی متر و زاو2 به طول ی مخروطی سطح جانب درجه است .  

) بـه مرکـز    يا  رهی ـدا می ن ـ ير را رو  ی ـ ز يدان بردار یانتگرال م  -14 , , )1   صـفحۀ   می در ن ـ1 و شـعاعx 
  .دیمحاسبه کن

 sin  cos  cos  r zr z r    A a a a2 2 2  
  
  
  
  
  
  
  
  
 12ن یشکل تمر: 41-1شکل  11ن یشکل تمر: 40-1شکل   

         

z 

  
  
  

x
 

  
  
  
  

S2

S1
 

  
  

( , , )a 
 

( , , )a     

( , , )a  

  
  
  

y 

  
  
  
  

z 

  
  
  

    

  

a
 

  
  
  
  
  
  
  

S1

  
  
  
  
  
    
  
  

S2 
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y که از برخورديری مسير را روی زيدان برداری انتگرال م -15 x 2  z 1 شـود از نقطـۀ    ی حاصـل م ـ
( , , )1  تا نقطۀ ( , , )2 4   .د ی محاسبه کن1

   x y zx x y y z  F a a a2 21 5 3  
  

cos يدان برداری م-16
RR


E a

2

  .دیری را در کل فضا در نظر بگ3

R ين دو پوستۀ کرویۀ بیورژانس را در ناحیۀ دی قض)الف 1 و R    .دیق کنی تحق2
R به شعاع يا  کرهيورژانس را برایۀ دی قض)ب    ه برقرار است؟ چرا؟یا قضیآ. دیق کنی تحق3
  .دیها استفاده کن ه ۀ ماندی حل مشکل قسمت ب از قضي برا)پ
  

  تواند داشته باشد؟ ی مییها دان چه فرمین میا.  صفر استيدان برداریک میورژانس ی د-17
  .)دیریها را در نظر بگ تمام دستگاه: تذکر(
  

xي با مرزهای شده در کانالي آب جار-18   و x aر داردی به صورت زیع سرعتی توز:  

( , ) y
a av x z x z

          
     

a
2 2

2

2 2
  

zکف رودخانه در       دار کوچک در امتداد محور   پره يک پارو ی. ر دارد  قراzن کانال وارد شده و ی به ا
  :دیابیر بی پارو را در نقاط زینرخ چرخش نسب. تواند آزادانه چرخش کند یم

, , , , ,a a ax z x z x z               
     

31 1 14 2 4
  

  .دیآ ی باشد، بچرخش در مyای x پارو در امتداد محوريها  که پرهیا در صورتیآ
  

rصورت  ب ـيا م بردار مکان در دستگاه استوانه    یدان ی م -19 zr z R a a مفهـوم  ی، از طرف ـباشـد  یم ـ 
حـال سـوال   . ش داد یتـوان هـر نقطـۀ دسـتگاه مـذکور را بـا آن نمـا                یگونه است که م    نیبردار مکان بد  

ش یصورت منحصر بـه فـرد نمـا   تواند مختصات هر نقطه را ب یم بردار مکان م  یاست که اگر قبول دار    نجیا
ف ی است که در تعریاجیشوند، چه احت یده می دz وrاتینکه در بردار فوق فقط کم   یدهد، با توجه به ا    
ا نـه؟ و اگـر   ی ـم ی ـ دارتیف کمی به تعريازیا نی استفاده شود و در واقع آ    z و r ، دستگاه استوانه از  

مثال کلیدي
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 جهـت را در  ییکتـا یا عـدم  ی ـد؟ آی ـریگ ی م ـيا جهیگاه آن در بردار مکان کجاست؟ چه نت     یم پس جا  یدار
  د؟یکن ی درك ميا گاه استوانهدست

  
 .دیح کنی تشري آمد را در مورد دستگاه کرو19 مسئلۀ مشابه آنچه در یانی ب-20
  

 م کـه  یر نـشان ده ـ   ی ـ ز يم با استفاده از اتحاد بردار     یخواه  ی م  -21  F (P . E) (P . )E   درسـت 
  .است

( ) ( ) ( ) ( ) ( )          A . B A B B A A . B B . A  
  :صورتنیدر ا
  . م است برقرار باشدز لاE وPيها برداري برایطی چه شرا)الف
   دارد؟یط چه مفهومین شرای ايبرقرار) ب
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

www.PowerEn.ir 



  و روش حل مسئلهالکترومغناطیس مهندسی، تئوري، کاربردها                                                           60

 
  

www.PowerEn.ir 


	Final_Electromagnetics_Mazhari_1390-04-08
	Binder1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26

	final - fasle 4 - 03
	Copy of Binder1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26



