
 

  مطلق قدر4-4

 :میکنی م فیتعر ریز صورت به و میدهی م شینما |𝑥| نماد با ار 𝑥   مطلق قدر باشدی قیحق عدد xاگر

 

|𝑥| = {
𝑥         𝑥 ≥ 0
−x        x < 0

 

:                          1 مثال  

|−5| = 5                    |√2 − 1| = √2 − 1           |√−2 − √3| = √3 − √2 

  مطلق قدر خواص

1) |𝑥| = |−𝑥|                                                                                       
2) |𝑥𝑦| = |𝑥||𝑦| 

3) |
𝑥

𝑦
| =

|𝑥|

|𝑦|
 

4) |𝑥 + 𝑦| ≤ |x| + |y|                                      (  ینامساو مثلث )  

5) |𝑥| = 𝑎 ⇒ 𝑥 = ±𝑎                                 (𝑎 ≥ 0) 

6) |𝑥| = |𝑦| ⇒ x = ±y 

7) |𝑥| < 𝑎 ⇒ −𝑎 < 𝑥 < 𝑎                            (𝑎 > 0) 

8) |𝑥| > 𝑎 ⇒ 𝑥 < −𝑎    یا   𝑥 > 𝑎                 (𝑎 > 0) 

9)√𝑥2 = |𝑥| 

.دیکن حل را ریزی مطلق قدر معادلات: 2 مثال  

1) |2𝑥 − 5| = 3 2) |𝑥 + 1| = |2𝑥 − 4| 

3) ||𝑥| − 2| = 5 4 ) |𝑥 + 2| = 3𝑥 − 5 

:  حل  

1) |2𝑥 − 5| = 3  ⇒   2x − 5 = ±3 
2𝑥 − 5 = 3 ⇒ 2𝑥 = 8 ⇒ 𝑥 = 4 
2x − 5 = −3 ⇒ 2x = 2 ⇒ x = 1 

 

2) |𝑥 + 1| = |2𝑥 − 4| ⇒ 𝑥 + 1 = ±(2𝑥 − 4) 
𝑥 + 1 = 2𝑥 − 4 ⇒ −𝑥 = −5 ⇒ 𝑥 = 5 
𝑥 + 1 = −2𝑥 + 4 ⇒ 3𝑥 = 3 ⇒ 𝑥 = 1 

 

3) ||𝑥| − 2| = 5 ⇒ |𝑥| − 2 = ±5  
|𝑥| − 2 = 5 ⇒ |𝑥| = 7 ⇒ x = 7    ,    x = −7 
|𝑥| − 2 = −5 ⇒ |𝑥| =  معادله جواب ندارد      3−

 

4) |𝑥 + 2| = 3𝑥 − 5 ⇒ 𝑥 + 2 = ±(3𝑥 − 5) 

𝑥 + 2 = 3𝑥 − 5 ⇒ −2𝑥 = −7 ⇒ 𝑥 =
7

2
 

𝑥 + 2 = −3𝑥 + 5 ⇒ 4𝑥 = 3 ⇒ 𝑥 =
3

4 
 غیر قابل قبول      



 2 تعيين علامت ونامعادله   

 

.دیسیبنو مطلق قدر بدون را ریز عبارات:3 مثال  

1) 𝐴 = |𝑥 − 2|                     2)𝐵 = 𝑥|𝑥 − 1|                                             
3) 𝐶 = |𝑥| + |𝑥 − 3| 

 

:  حل  

 1) 𝐴 = |𝑥 − 2| ⇒ 𝐴 = {
𝑥 − 2         𝑥 ≥ 2
−𝑥 + 2     𝑥 < 2

         

2) 𝐵 = 𝑥|𝑥 − 1| ⇒ B = {x
2 − x        x ≥ 1
−x2 + x     x < 1

 

3) 𝐶 = |𝑥| + |𝑥 − 3| ⇒ 𝐶 = {
𝑥 + 𝑥 − 3                𝑥 > 3
𝑥 − 𝑥 + 3         0 ≤ 𝑥 ≤ 3
−𝑥 − 𝑥 + 3          𝑥 < 0

 

⇒ 𝐶 = {
2𝑥 − 3       𝑥 > 3
3           0 ≤ 𝑥 ≤ 3
−2𝑥 + 3         𝑥 < 0

 

. دیکن حل را ریز نامعادلات:  4 مثال  

1)|2𝑥 − 7| ≤ 3  2) |3𝑥 + 1| > 2 

3) |𝑥 + 1| ≤ |2𝑥 + 3| 4) 
1

|𝑥|
> 2 

:  حل  

 1)  |2𝑥 − 7| ≤ 3 ⇒ −3 ≤ 2x − 7 ≤ 3 ⇒ 4 ≤ 2x ≤ 10 

⇒ 2 ≤ 𝑥 ≤ 5 ⇒ جواب مجموعه       = [2,5] 

 

2) |3𝑥 + 1| > 2 ⇒ 3𝑥 + 1 < −2 ای  3𝑥 + 1 > 2 ⇒ 

3𝑥 < 3𝑥 یا3− > 1 ⇒ 𝑥 < 𝑥 یا 1− >
1

3
 

⇒ جواب مجموعه    = (−∞,−1) ∪ (
1

3
, +∞) 

 

3) |𝑥 + 1| ≤ |2𝑥 + 3| ⇒ (𝑥 + 1)2 ≤ (2𝑥 + 3)2 

⇒ (𝑥 + 1)2 − (2𝑥 + 3)2 ≤ 0 ⇒ (𝑥 + 1 + 2𝑥 + 3)(𝑥 + 1 − 2𝑥 − 3) ≤ 0 

⇒ (3𝑥 + 4)(−𝑥 − 2) ≤ 0 

3𝑥 + 4 = 0 ⇒ 𝑥 = −
4

3
                                   − 𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑥 = −2 

 
 

[2−,∞−)= مجموعه جواب ∪ [−
4

3
, +∞) 

 



4) 
1

|𝑥|
> 2 ⇒ 1 > 2|𝑥| ⇒ |𝑥| <

1

2
⇒ −

1

2
< 𝑥 <

1

2
 

−) = مجموعه جواب
1

2
,
1

2
 )  

 

 

 

2-4 نیتمر  

 

.دیسیبنو مطلق قدر بدون را ریز عبارات حاصل( 1  

  1) |2 − √5|                 2) |√2 − √2
3 |                                        

  3) |𝜋 − 3|                 4) |𝑎2 + 1| 
.دیسیبنو مطلق قدر بدون را ریز عبارات از کی هر( 2  

  1)  |𝑥 − 3|      2) |2𝑥 − 5| 

  3) |𝑥 + 1| − |𝑥 + 3| 4) (𝑥 − 2)|𝑥 + 2| 

  5) |𝑥2 − 2x| 6) |𝑥2 + 2| 

 .دیکن حل را ریز معادلات -3

  1) |2𝑥 − 7| − 3 = 0           2) |𝑥 − 5| = 2𝑥 

  3) |3𝑥 + 1| = |2𝑥 + 5|    4) |
𝑥

𝑥−1
| = 4 

  5) ||𝑥| + 3| = 1    6) |
𝑥+1

𝑥+2
| = 2 

  7) |𝑥 − 5| + 2 = 0    8) |3𝑥 + |𝑥|| = 2𝑥 

. دیکن حل را ریز نامعادلات( 4  

 1) |5𝑥 + 2| ≤ 2 2) |𝑥 + 1| > 3   

 3) 2|𝑥 + 3| < 1    4)  
1

|𝑥−2|
≤

1

2
 

 5) |𝑥 − 1| ≤ |2𝑥 + 3| 6) 
1

|𝑥|
>

1

|2𝑥−1|
 



 4 لگاريتم 

 

 لگاریتم

 

 
 

lo𝑔𝑎 نماد با را 𝑎 هیپا در 𝑥 تمیلگار باشدی مثبت عدد 𝑥 و کی مخالف و مثبتی عدد 𝑎 اگر
x فیتعر ریز صورت به و داده شینما 

 :میکنی م

lo𝑔𝑎
x = 𝑏 ⇔ 𝑎𝑏 = 𝑥 

 : 1 مثال

1) 23 = 8 ⇒ lo𝑔2
8 = 3  2) 52 = 25 ⇒ lo𝑔5

25 = 2 

3) 2−1 =
1

2
⇒ lo𝑔2

1

2 = −1 4) 3° = 1 ⇒ lo𝑔3
1 = 0 

 

  تمیلگار خواص

 

 1)lo𝑔𝑎
1 = 0  2) lo𝑔𝑎

𝑎 = 1 

3) lo𝑔𝑎
𝑥𝑦
= lo𝑔𝑎

𝑥 + lo𝑔𝑎
𝑦

 4)lo𝑔𝑎

𝑥

𝑦
= lo𝑔𝑎

𝑥 − lo𝑔𝑎
𝑦

 

5) lo𝑔𝑎
𝑥𝑛 = nlo𝑔𝑎

𝑥 6) lo𝑔𝑎𝑛
𝑥 =

1

𝑛
lo𝑔𝑎

𝑥 

7)lo𝑔𝑎
𝑥 =

lo𝑔𝑏
𝑥

lo𝑔𝑏
𝑎  

 

ی عیوطبی اعشار تمیلگار  

lo𝑔𝑥ی : عنی میگذاری نم را هیپا معمولاً و مینامی می اعشار تمیلگار را آن باشد 10 عدد تمیلگار هیپا اگر = lo𝑔10
x 

lo𝑔ی جا به و مینامی می عیطب تمیلگار را آن باشد( نپر عدد)  e عدد تمیلگار هیپا اگر ی :                            عنی میکنی م استفاده Ln نماد از 

Lnx = lo𝑔𝑒
𝑥 

lo𝑔𝑎    رابطه توانی م تمیلگار 7 تیخاص طبق
𝑥 =

Lnx

Lna
 .آورد بدست را     

 .دیابیب را ریزی ها تمیلگار حاصل تمیلگار خواص از استفاده با: 2 مثال

          2) lo𝑔
√3
9          1)lo𝑔2

8                                            

    4) lo𝑔𝑎3
√𝑎                            3) lo𝑔1

5

5√5 

 :  حل

1) lo𝑔2
8 = lo𝑔2

23 = 3lo𝑔2
2 = 3 × 1 = 3 



2) lo𝑔
√3
9 = lo𝑔

3
1
2

32 =
2
1

2

lo𝑔3
3 = 4 × 1 = 4 

3) lo𝑔1
5

5√5 = log5−1
5×5

1
2
= lo𝑔5

5−1

3

2 =
3

2

−1
lo𝑔5

5 = −
3

2
 

4) lo𝑔𝑎3
√𝑎 = lo𝑔23

𝑎
1
2
=

1

2

3
lo𝑔𝑎

𝑎 =
1

6
 

lo𝑔3 گاه هر: 3 مثال = b  , log2 = 𝑎 برحسب را ریزی ها تمیلگار حاصل باشد b, a دیسیبنو. 

1) lo𝑔6                                            2) lo𝑔
9

2                           

3) lo𝑔81√2 4) log5 
: حل  

 1)log6 = log2×3 = log2 + log3 = a + b 

2) lo𝑔
9

2 = lo𝑔9 − lo𝑔2 = lo𝑔3
2
− lo𝑔2 = 2lo𝑔3 − lo𝑔2 = 2𝑏 − 𝑎 

3) lo𝑔81√2 = lo𝑔3 + lo𝑔2
1
2 = 4lo𝑔3 +

1

2
lo𝑔2 = 4𝑏 +

1

2
𝑎 

4) lo𝑔5 = lo𝑔
10

2 = lo𝑔10 − lo𝑔2 = 1 − 𝑎 

 

.دیابیب را ریزی عیطبی تمهایلگار حاصل: 4 مثال  

1) 𝐿𝑛𝑒
2
 2) 𝐿𝑛√𝑒                                             

3) 𝐿𝑛
1

𝑒 4) 𝐿𝑛𝑒 √𝑒
3

 
:  حل  

1)𝐿𝑛𝑒
2
= 2𝐿𝑛𝑒 = 2 × 1 = 2  

2) 𝐿𝑛√𝑒 = 𝐿𝑛𝑒
1
2 =

1

2
𝐿𝑛𝑒 =

1

2
× 1 =

1

2
 

3) 𝐿𝑛
1

𝑒 = 𝐿𝑛𝑒
−1
= −𝐿𝑛𝑒 = −1 

4) 𝐿𝑛𝑒 √𝑒
3
= 𝐿𝑛𝑒×𝑒

1
2 = 𝐿𝑛𝑒

4
3 =

4

3
𝐿𝑛𝑒 =

4

3
× 1 =

4

3
 

 

 

ی تمیلگار معادله حل  

: میکنی م استفاده ریز رابطه ازی تمیلگار معادلات حلی برا  

lo𝑔a
x = loga

y
⇒ 𝑥 = 𝑦                                                                               

.دیکن حل را ریز معادلات: 5 مثال  

 

1) lo𝑔3
(2𝑥−5)

= 2                                             2)lo𝑔5
(𝑥+3)

= lo𝑔5
(2𝑥2+2𝑥)                                             

       



 6 لگاريتم 

3) lo𝑔2
𝑥 + lo𝑔2

(𝑥+2)
= 3                              4) lo𝑔3

(2𝑥−1)
= lo𝑔3

(𝑥−2)
+ 1 

  :                                                                                                                             حل

1) lo𝑔3
(2𝑥−5)

= 2 ⇒ 2𝑥 − 5 = 32 ⇒ 2𝑥 − 5 = 9 ⇒ 2𝑥 = 14 ⇒ 𝑥 = 7   

 

2) lo𝑔5
(𝑥+3)

= lo𝑔5
(2𝑥2+2𝑥)

⇒ 𝑥 + 3 = 2𝑥2 + 2𝑥 ⇒ 2𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥 − 3 = 0  

                                                            ⇒ 2𝑥2 + 𝑥 − 3 = 0 ⇒ 𝑥 = ای 1  𝑥 = −
3

2
 

𝑥 جواب = −
3

2
2𝑥2 رایز است قبول قابل ریغ  + 2𝑥 ی ازا به𝑥 = −

3

2
 .ندارند تمیلگاری منف واعداد شودی می منف عدد 

 

 3) lo𝑔2
𝑥 + lo𝑔2

(𝑥+2)
= 3 ⇒ lo𝑔2

𝑥(𝑥+2)
= 3 ⇒ 𝑥(𝑥 + 2) = 23   

⇒ 𝑥2 + 2𝑥 = 8 ⇒ 𝑥2 − 2𝑥 − 8 = 0 ⇒ (𝑥 − 4)(𝑥 + 2) = 0 

⇒ 𝑥 = ای      4      𝑥 = −2 

𝑥 جواب =  .است قبول قابل ریغ 2−

 

     4) lo𝑔3
(2𝑥−1)

= lo𝑔3
(𝑥−2)

+ 1 ⇒ lo𝑔3
(2𝑥−1)

= lo𝑔3
(𝑥−2)

+ lo𝑔3
3 

                                                       ⇒  lo𝑔3
2𝑥−1 = lo𝑔3

3(𝑥−2)
⇒ 2𝑥 − 1 = 3(𝑥 − 2) 

                                                       ⇒ 2𝑥 − 1 = 3𝑥 − 6 ⇒  −𝑥 = −5 ⇒ 𝑥 = 5 

 

 

 

 

 1-6 نیتمر

 

 .دیآور بدست را ریزی ها عبارت حاصل -1

 

1) lo𝑔2
32− lo𝑔5

25                                         2) lo𝑔1
3

√3 + lo𝑔
√2
8                           

3) lo𝑔27
√9
3

  × lo𝑔100
0/1

                                       4) lo𝑔√10+ 𝐿𝑛 √𝑒
3

 

 

lo𝑔c اگر -2 = 7   ,   lo𝑔3 = 𝑏  ,   lo𝑔2 = 𝑎        حسب بر را ریز ریمقاد باشد 𝑐, 𝑏, 𝑎 دیابیب. 



 

                                                              2) lo𝑔
√7

12                                            1) lo𝑔48                          

4) lo𝑔
2 √3
3

21                                                                                                    3) lo𝑔
√5

49 

5) lo𝑔0/25                                                        6) lo𝑔
√ √2
23

                                    

7) lo𝑔3
4                           8) lo𝑔72

7√3 

 .دیکن حل را ریز معادلات ـ3

1)lo𝑔2
4𝑥−1 = 5                                     2)lo𝑔𝑥

2+5𝑥 = lo𝑔2𝑥+4  

 

3) lo𝑔3
(2𝑥−1)

− lo𝑔3
(𝑥+2)

= 2    4) lo𝑔2
√𝑥+1 = 3 

 

5) lo𝑔2
(𝑥−1)

+ lo𝑔2
(𝑥+1)

= 4                                6) 2lo𝑔2
𝑥 = lo𝑔2

(3𝑥−2)
 

 

7) 𝐿𝑛(𝑥−3) + 𝐿𝑛(𝑥+3) = 𝐿𝑛7          8) 𝐿𝑛√𝑥−1



 8 تابع

 

 

     هفتم فصل

 

 

 مثلثات

 

 

  هیزاوی ریگ اندازهی واحدها 7-1

 .میکنی م استفاده گراد و انیراد درجه، مهم واحد 3 از هیزاوی ریگ اندازهی برا

 : میکنی م استفاده ریز رابطه از گریکدی به واحدها نیا لیتبدی برا میده شینما G با را گراد و  Rبا را انیراد ، D با را درجه اگر
𝐷

180
=

𝑅

𝜋
=

𝐺

200
    

 است؟ گراد چند و انیراد چند °30 هیزاو:1 مثال

        
𝐷

180
=

𝑅

𝜋
 ⇒

30

180
=

𝑅

𝜋
⇒ 𝑅 =

𝜋

6
 

 
𝐷

180
=

𝐺

200
 ⇒

30

180
=

𝐺

200
⇒ 𝐺 =

100

3
 

یمثلثات رهیدا  

 را رهیدای رو نقطه هر و. باشدی م ساعتی ها عقربه خلاف آن مثبت جهتو مختصات مبدا نآ مرکز که واحد شعاع بهی ا رهیا

 .سازدی م θ مانندی ا هیزاو ها x محور مثبت جهت با میکن وصل رهیدا مرکز به که

 

 

 

 

 

 

,°90−ی ها هیزاو: 2 مثال −30° , 180° , 120° ,  .دیده شینمای مثلثات رهیدای رو را 60°

 

 



 مثلثاتی یها نسبت -7-2

,𝑐𝑜𝑡𝜃 نسبت چهار توانی می مثلثات رهیدای رو θ هیزاو هری برا 𝑡𝑎𝑛𝜃, 𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑠𝑖𝑛𝜃 ی م را ها نسبت نیا که کرد فیتعر را

 .کرد دایپ است شده داده شینما ریزی ها شکل در که ها آنی محورها با توان

 

 

 
 

 : گرفت جهیرانت ریز رابطه 2 توانی م فوقی ها شکل به توجه با

                                                     -1  ≤ 𝑠𝑖𝑛𝜃 ≤ 1                             -1  ≤ 𝑐𝑜𝑠𝜃 ≤ 1      

 

    هیالزاو قائم مثلث دری مثلثاتی ها نسبت

 .آورد بدست را ریز روابط توانیم ها مثلث تشابه وی مثلثات رهیدا از استفاده با

  

 
  



 10 تابع

𝐶 اگر است هقائم 𝐵 راس در 𝐴𝐵𝐶 مثلث: 1 مثال = 3, 𝑎 =  .دیابیب را 𝐴 هیزاوی مثلثاتی ها نسبت باشد 2

                                                                                                                                              حل :

             𝑏2 = 𝑎2 + 𝑐2 ⇒ 𝑏2 = 22 + 32 ⇒ 𝑏2 = 13 ⇒ 𝑏 = √13 

𝑠𝑖𝑛 𝐴 =
𝑎

𝑏
⇒ 𝑠𝑖𝑛𝐴 =

2

√13
                   𝑐𝑜𝑠𝐴 =

𝑐

𝑏
⇒ 𝑐𝑜𝑠𝐴 =

3

√13
 

tan 𝐴 =
𝑎

𝑐
⇒ 𝑡𝑎𝑛𝐴 =

2

3
                     𝑐𝑜𝑡𝐴 =

𝑐

𝑎
  ⇒ cot𝐴 =

3

2
                                    

𝑠𝑖𝑛𝐴 میباش داشته 𝐴 حاده هیزاوی برا اگر: 2 مثال =
1

2
 .دیابیب را 𝐴 هیزاوی مثلثاتی ها نسبت ریسا 

 :  حل

   𝑠𝑖𝑛𝐴 =
𝑎

𝑏
⇒

1

2
=

𝑎

𝑏
     ⇒ 𝑎 = 1  , 𝑏 = 2 

𝑐2 = 𝑏2 − 𝑎2 ⇒ 𝑐2 = 22 − 12 ⇒ 𝑐2 = 3 ⇒ 𝑐 = √3 

𝑐𝑜𝑠𝐴 =
𝑐

𝑏
⇒   𝑐𝑜𝑠𝐴 =

√3

2
     𝑡𝑎𝑛𝐴 =

𝑎

𝑐
⇒ 𝑡𝑎𝑛𝐴 =

1

√3
 

𝑐𝑜𝑡𝐴 =
𝑐

𝑎
⇒ 𝑐𝑜𝑡𝐴 =

√3

1
= √3 

ی مثلثاتی ها نسبتی ها علامت  

 
 

ی مثلثاتی نسبتها نیب روابط  

𝑠𝑖𝑛2θ + 𝑐𝑜𝑠2θ = 1 𝑡𝑎𝑛θ 𝑐𝑜𝑡𝜃 = 1 

                               

𝑡𝑎𝑛θ =
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜃
         𝑐𝑜𝑡θ =

𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃
 

 

1 + 𝑡𝑎𝑛2θ =
1

𝑐𝑜𝑠2θ
           1 + 𝑐𝑜𝑡2θ =

1

𝑠𝑖𝑛2θ
 

 

 

𝑡𝑎𝑛θ شرط بای ا هیزاو θ اگر: 3 مثال = 3 , 𝜋 < θ <
3𝜋

2
 .دیابیب را  𝑐𝑜𝑠θ باشد 

1:          حل + 𝑡𝑎𝑛2θ =
1

𝑐𝑜𝑠2θ
⇒ 1 + 32 =

1

𝑐𝑜𝑠2θ
⇒ 10 =

1

𝑐𝑜𝑠2θ
⇒ 𝑐𝑜𝑠2θ =

1

10
 

⇒ 𝑐𝑜𝑠𝜃 = ±
1

√10
⇒ 𝑐𝑜𝑠𝜃 = −

1

√10
 (چون θ در ربع سوم است  )         

 

tan رابطهی درست: 4 مثال 𝑥 + cot 𝑥 =
1

sin𝑥 cos 𝑥
 .دیده نشان را 

 



tan:                                      حل 𝑥 + cot 𝑥 =
sin𝑥

cos𝑥
+
cos 𝑥

sin𝑥
=

𝑠𝑖𝑛2𝑥+𝑐𝑜𝑠2𝑥

sin𝑥cos 𝑥
=

1

sin𝑥 cos𝑥
 

 

 

𝑐𝑜𝑠4𝑥 رابطهی درست: 5 مثال − 𝑠𝑖𝑛4𝑥 = 1 − 2 𝑠𝑖𝑛2𝑥 دیده نشان را. 

 :  حل

𝑐𝑜𝑠4𝑥 − 𝑠𝑖𝑛4𝑥 = (𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛2𝑥)(𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥) = 𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥 
= 1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 1 − 2𝑠𝑖𝑛2𝑥 

 

 

 
 

 

 

𝐴 عبارت حاصل: 6 مثال =
𝑠𝑖𝑛30°+𝑡𝑎𝑛260°

cos180°−𝑐𝑜𝑠230°
 .دیآور بدست را 

                                                                       :                                                                                                                             حل

𝐴 =

1
2
+ (√3)

2

−1− (
√3
2
)

2 =

1
2
+ 3

−1−
3
4

=

7
2
−7
4

= − 
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1-7 نیتمر  

.دیکن لیتبد انیراد به است درجه حسب بر که ریزی ایزوا اندازه -1  

 

1)  20                 2) 120                3)  720                4) -150 

            

.دیکن لیتبد درجه به است انیراد حسب بر که ریزی ایزوا اندازه -2  

1)   
2𝜋

5
     2)  

𝜋

8
 3) 5𝜋 4 )  - 

2𝜋

3
 

.دیده شینمای مثلثات رهیدای رو را ریزی ایزوا -3  

 

1)  
𝜋

2
 2)  

3𝜋

4
 3) - 

3𝜋

2
 4)  −

5𝜋

3
 

 .دیده شینمای مثلثات رهیدای رو را θ هیزاو ریز حالات از کی هر در -4

              2) cos 𝜃 =
1

2
    1) sin 𝜃 =

1

2
  

                                                                                4) cot 𝜃 = 1            3) tan 𝜃 = 1 

 .دیآور بدست را شده خواسته مقدار ریز حالات از کی هر در است قائمه 𝐵 راس در 𝐴𝐵𝐶 مثلث -5

1) 𝑏 = 5          ,      𝑎 = 2           𝑠𝑖𝑛𝐴 =? 

2) 𝑡𝑎𝑛𝐴 = 3      ,   𝑏 = 2           𝑐 =? 

  3) sin 𝑐 =
2

3
   ,       𝑎 = 1           𝑏 =? 

sin اگر -6 𝜃 =
 4

5
 ,

𝜋

2
< 𝜃 < 𝜋 ی مثلثاتی ها نسبت ریسا باشد𝜃 دیابیب را. 

 .دیآور بدست را ریز عباراتی عدد مقدار -7

                                                                                  1)𝑠𝑖𝑛
𝜋

6
𝑐𝑜𝑠

𝜋

3
+ 𝑐𝑜𝑠

𝜋

6
𝑠𝑖𝑛

𝜋

3
  



 

2) 
2𝑠𝑖𝑛2

𝜋

3
+𝑡𝑎𝑛

𝜋

4

1−3𝑐𝑜𝑡2
𝜋

6

 

 .دیکنی بررس را ریز روابطی درست -8

 

1) 𝑠𝑖𝑛2
𝜋

6
+ 𝑐𝑜𝑠2

𝜋

6
= 1                   2) 1+𝑡𝑎𝑛2

𝜋

4
=

1

𝑐𝑜𝑠2
𝜋

4

 

tan     اگر -9 𝑥 =
3

2
   عبارت حاصل باشد

− cos𝑥

cosx+2sinx
 .دیابیب را  

cot اگر -10 𝑥 =   عبارت حاصل باشد     4
2 sin𝑥+3 cos𝑥

sin𝑥−cos 𝑥
 .دیابیب را  

 

 . دیده نشان را ریز روابطی درست -11

1)   1 − 𝑠𝑖𝑛4𝑥 = 2𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑐𝑜𝑠4𝑥  
 

2) cot 𝑥(1 + tan 𝑥) = cot 𝑥 + 1 

 

3) (sin 𝑥 + cos𝑥)2 = 1 + 2 sin 𝑥 cos𝑥  

 

4) 
sin𝑥

1+cos𝑥
+
1+cos𝑥

sin𝑥
=

2

sin𝑥
 

  

5) (1 − tan 𝑥)(1 − cot 𝑥) = 2 +
1

sin𝑥 cos𝑥
 

 

6) 𝑠𝑖𝑛4𝑥 − 𝑐𝑜𝑠4𝑥 + 2𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1 

 

7) 𝑠𝑖𝑛2𝑥  𝑐𝑜𝑠2𝑥(2 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑡2𝑥) = 1 

 

  هیزاو دو تفاضل و مجموعی مثلثاتی ها نسبت3-7

 sin(𝑎 + 𝑏) = sin 𝑎  cos 𝑏 + cos𝑎 sin 𝑏     

sin(𝑎 − 𝑏) = sin 𝑎  cos 𝑏 − cos𝑎 sin 𝑏 

cos(𝑎 + 𝑏) = cos𝑎  cos 𝑏 − sin 𝑎 sin 𝑏 

cos(𝑎 − 𝑏) = cos𝑎  cos 𝑏 + sin 𝑎 sin 𝑏 

tan(a + b) =
tan a + tan b

1 − tan a tan b
 

tan(a − b) =
tan a − tan b

1 + tan a tan b
 

 .دیکن محاسبه را 𝑠𝑖𝑛75° مقدار: 1 مثال
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 :      :حل

                                       𝑠𝑖𝑛75° = sin(30° + 45°) = 𝑠𝑖𝑛30°𝑐𝑜𝑠45°𝑐𝑜𝑠45° + 𝑠𝑖𝑛30° 

=
1

2
×
√2

2
+
√2

2
×
√3

2
=
√2

4
+
√6

4
=
√2 + √6 

4
 

 .دیکن محاسبه را 𝑐𝑜𝑠120° مقدار: 2 مثال

 :  حل

𝑐𝑜𝑠120 = cos(90° + 30°) = 𝑐𝑜𝑠90°𝑐𝑜𝑠30° − 𝑠𝑖𝑛90°𝑠𝑖𝑛30° = 0×
√3

2
− 1 ×

1

2
= −

1

2
 

 

                                                                                                                            

 

π مضارب با هیزاو کی تفاضل و مجموعی مثلثاتی ها نسبت
2

 

 : کرد ثابت را ریز روابط توانی م هیزاو دو تفاضل و مجموعی ها نسبتی فرمولها از استفاده با

 

sin (
𝜋

2
− 𝑥) = cos𝑥                                     sin (

𝜋

2
+ 𝑥) = cos 𝑥                                   

𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

2
− 𝑥) = sin 𝑥                                   𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

2
+ 𝑥) = −sin 𝑥 

𝑡𝑎𝑛 (
𝜋

2
− 𝑥) = tan x                                  𝑡𝑎𝑛 (

𝜋

2
+ 𝑥) = −cot 𝑥 

𝑐𝑜𝑡 (
𝜋

2
− 𝑥) = 𝑐𝑜𝑡𝑥                                    𝑐𝑜𝑡 (

𝜋

2
+ 𝑥) = −𝑡𝑎𝑛𝑡𝑥  

                   
 

 

 

sin(𝜋 − 𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥                                     sin(𝜋 + 𝑥) = −𝑠𝑖𝑛𝑥     
𝑐𝑜𝑠(𝜋 − 𝑥) = − cos𝑥                               𝑐𝑜𝑠(𝜋 + 𝑥) = −cos 𝑥 
𝑡𝑎𝑛(𝜋 − 𝑥) = − tan𝑥

                               
       𝑡𝑎𝑛(𝜋 + 𝑥) = tan 𝑥 

𝑐𝑜𝑡(𝜋 − 𝑥) = − cot 𝑥                                𝑐𝑜𝑡(𝜋 + 𝑥) = − cot 𝑥   

 

     

sin(2𝜋 − 𝑥) = −𝑠𝑖𝑛𝑥                                sin(−𝑥) = −𝑠𝑖𝑛𝑥  

𝑐𝑜𝑠(2𝜋 − 𝑥) = cos𝑥                                  𝑐𝑜𝑠(−𝑥) = cos𝑥 
𝑡𝑎𝑛(2𝜋 − 𝑥) = − tan 𝑥                             𝑡𝑎𝑛(−𝑥) = − tan 𝑥 
𝑐𝑜𝑡(2𝜋 − 𝑥) = −cot 𝑥                              𝑐𝑜𝑡(−𝑥) = −cot 𝑥               

 

2𝜋)ی مثلثاتی ها نسبت + 𝑥)ی مثلثاتی ها نسبت با𝑥 برابرند. 

 

cot ریمقاد: 3 مثال (−3
𝜋

4
) , tan (−

𝜋

4
) , 𝑐𝑜𝑠

7𝜋

4
, 𝑠𝑖𝑛

2𝜋

3
 .دیآور بدست را 

 :  حل



                                                                                                                      

sin (
2𝜋

3
) = sin (𝜋 −

𝜋

3
) = −𝑠𝑖𝑛

𝜋

3
= −

√3

2
                

cos (
7𝜋

3
) = cos (2𝜋 −

𝜋

4
) = −𝑐𝑜𝑠

𝜋

4
= −

√2

2
 

tan (−
𝜋

4
) = − tan

𝜋

4
= −1 

cot (−
3𝜋

3
) = cot

3𝜋

4
= −cot (𝜋 −

𝜋

4
) = 𝑐𝑜𝑡

𝜋

4
= 1 

 

  هیزاو برابر دوی مثلثاتی ها نسبت 4-7

 .آورد بدست را ریزی فرمولها توانی م هیزاو دو مجموعی مثلثاتی ها نسبت از استفاده با

𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 2𝑠𝑖𝑛𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 2𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 1 = 1 − 2𝑠𝑖𝑛2𝑥 

tan 2𝑥 =
2𝑡𝑎𝑛𝑥

1 − 𝑡𝑎𝑛2𝑥
 

 

 

sin رابطه: 1 مثال 2 𝑥 = 2𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 دیکن ثابت را. 

با استفاده از فرمولهای نسبت های مجموع داریم::  حل  

𝑠𝑖𝑛 2𝑥 = sin(𝑥 + 𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 = 2𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥  

 

 .دیده نشان را ریز روابطی درست: 2 مثال

1) 𝑐𝑜𝑠2𝑥 =
1+𝑐𝑜𝑠2𝑥

2
          2) 𝑠𝑖𝑛2𝑥 =

1−𝑐𝑜𝑠2𝑥

2
 

 :  حل

1) 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 2𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 1 ⇒ 2𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 ⇒ 𝑐𝑜𝑠2𝑥 =
1+𝑐𝑜𝑠2𝑥

2
 

 

2) 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1 − 2𝑠𝑖𝑛2𝑥 ⇒ 2𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥 ⇒ 𝑠𝑖𝑛2𝑥 =
1+𝑠𝑖𝑛2𝑥

2
 

 

 عبارت: 3 مثال
1−cos𝑥

1+cos𝑥
 .دیکن ساده را 

 :  حل

     
1−cos𝑥

1+cos𝑥
=

1−(1−2𝑠𝑖𝑛2
𝑥

2
)

1−(1+2𝑠𝑖𝑛2
𝑥

2
)
=

2𝑠𝑖𝑛2
𝑥

2

2𝑠𝑖𝑛2
𝑥

2

= (
𝑠𝑖𝑛

𝑥

2

𝑐𝑜𝑠
𝑥

2

)2 = 𝑡𝑎𝑛2
𝑥

2
    

 

 ضرببه  تفاضل ای جمع لیتبدی ها فرمول 7-5
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: آورد بدست را ریزی ها فرمول توانی م هیزاو دو تفاضل و مجموعی ها نسبت از استفاده با  

              𝑠𝑖𝑛𝑎 + 𝑠𝑖𝑛𝑏 = 2𝑠𝑖𝑛
𝑎+𝑏

2
𝑐𝑜𝑠

𝑎−𝑏

2
    

 𝑠𝑖𝑛𝑎 − 𝑠𝑖𝑛𝑏 = 2𝑐𝑜𝑠
𝑎+𝑏

2
𝑠𝑖𝑛

𝑎−𝑏

2
 

       𝑐𝑜𝑠𝑎 + 𝑐𝑜𝑠𝑏 = 2𝑐𝑜𝑠
𝑎+𝑏

2
𝑐𝑜𝑠

𝑎−𝑏

2
  

  𝑐𝑜𝑠𝑎 − 𝑐𝑜𝑠𝑏 = −2𝑠𝑖𝑛
𝑎+𝑏

2
𝑠𝑖𝑛

𝑎−𝑏

2
 

 

.دیکن لیتبد ضرب به را ریزی ها عبارت: 4 مثال  

1) 𝐴 = 𝑠𝑖𝑛5𝑥 + 𝑠𝑖𝑛3𝑥                                        2) 𝐵 = 𝑐𝑜𝑠23𝑥 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥 

:  حل  

1) 𝐴 = 2𝑠𝑖𝑛
5𝑥+3𝑥

2
𝑐𝑜𝑠

5𝑥−3𝑥

2
= 2 𝑠𝑖𝑛 4𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 

 

2) 𝐵 = (𝑐𝑜𝑠3𝑥 − cos𝑥)(𝑐𝑜𝑠3𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥) = (−2𝑠𝑖𝑛
3𝑥+𝑥

2
𝑠𝑖𝑛

3𝑥−𝑥

2
)  

 

(2𝑐𝑜𝑠
3𝑥 + 𝑥

2
𝑐𝑜𝑠

3𝑥 − 𝑥

2
) = (−2 sin 2𝑥 sin 𝑥)(2 cos2𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥) 

= (−2 sin 2𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝑥)(2 sin 𝑥 cos𝑥) = −sin 4𝑥 cos 2𝑥 

 

  تفاضل ای جمع به ضرب لیتبدی ها فرمول

.آورد بدست را ریزی ها فرمول توانیم ریمتغ رییتغ و ضرب به جمعی ها فرمول از استفاده با  

sin 𝑥 cos 𝑦 =
1

2
[sin(𝑥 + 𝑦) + sin(𝑥 − 𝑦)] 

cos 𝑥 cos𝑦 =
1

2
[cos(𝑥 + 𝑦) + cos(𝑥 − 𝑦)] 

                                             sin 𝑥 sin 𝑦 = −
1

2
[cos(𝑥 + 𝑦) − cos(𝑥 − 𝑦)] 

 

.دیکن لیتبد تفاضل ای مجموع به را ریزی ها عبارت: 5 مثال  

 

1) 𝐴 = sin 2𝑥 cos4𝑥  2) B = sin40° 𝑠𝑖𝑛20° 

:  حل  

 1) 𝐴 =
1

2
[sin(2𝑥 + 4𝑥) + sin(2𝑥 − 4𝑥)] =

1

2
[𝑠𝑖𝑛6𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥] 

2) B = −
1

2
[cos(40° + 20°) − cos(40° − 20°)] = −

1

2
[𝑐𝑜𝑠60° − 𝑐𝑜𝑠20°] 

 

 

 

3-7 نیتمر   

.دیکن محاسبه را ریز ریمقاد -1  



1)sin 240°          2) cos 
5𝜋

3
 

3) tan 
5𝜋

4
         4) cot (−

2𝜋

3
) 

5) sin  405°          6) tan 750° 

7) sin 50° 𝑐𝑜𝑠70° + 𝑐𝑜𝑠50° 𝑠𝑖𝑛70°               8) cos 20°  𝑐𝑜𝑠70° − 𝑠𝑖𝑛20° 𝑠𝑖𝑛70°  

 

,𝑦 اگر -2 𝑥 و حاده هیزاو دو  cos 𝑦 =
2

3
, sin 𝑥 =

1

3
 .دیکن محاسبه را ریز ریمقاد باشد

1) sin(𝑥 + 𝑦)                                     2) tan (x − y)                           

3) cos2x 4) sin (2x +
π

4
) 

.دیکن ثابت را ریزی های تساوی درست -3  

1) sin x + cos x = √2  sin (𝑥 +
π

4
)                                                               

2) (sin x + cos x)2 = 1+ sin2x 

3) 
1+𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥
= cot 𝑥 

4) tan x + cot 𝑥 =
2

sin2𝑥
 

5) cot x − tan x = 2 cot x  
.دیکن لیتبد ضرب به را ریز عبارات -4  

1) sin 5x − sin x                                     2)cos 3x + cos x                                                                 
3) sin27x − sin23𝑥                         4) sinx + sin 2x + sin 3x 

.دیکن لیتبد تفاضل ای مجموع به را ریز عبارات -5  

 1) sin 4x  cos6x  2) sin 40° sin 60° 

3) cos5x  cos 2x 4)cos 3x sin 2x 

sin  مقدار -6 3𝑥  حسب بر را sin x دیآور بدست. 

 .دیآور بدست cos𝑥 حسب بر را cos3x  مقدار -7

 

 

 ی مثلثات معادلات 7-6

cot فرم بهی معادلات x =  cotθ   ,  tan x = tan θ  ,  cos x = cosθ  , sin x = sinθ ی می مثلثات ساده معادله

 .میکنی م حل را معادله ریزی ها فرمول از استفاده با و میگوئ

 

                                             sinx = sinθ ⇒ {
𝑥 = 2𝑘 + 𝜋

     𝑥 = 2𝑘𝜋 + 𝜋 − θ
 , 𝑘 ∈ 𝑧 

                                               cos x = cosθ ⇒ x = 2kπ ± θ   , 𝑘 ∈ 𝑧 

tan x = tanθ ⇒ x = kπ + θ , 𝑘 ∈ 𝑧 

cot x = cotθ ⇒ x = kπ + θ , 𝑘 ∈ 𝑧 

 

 حل را آنها فوقی فرمولها از استفاده با سپس کرده لیتبدی مثلثات ساده معادله فرم به را آنها ابتدای مثلثات معادلات حلی برا

.میکنی م  
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.دیکن حل را ریزی مثلثات معادلات: 1 مثال  

 1) 2 sin x − 1 = 0                         2) 2cos2𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 0 

3) tan 3x − tan x = 0 4) sin2x + 2 cos x = 0 

5) sin x + cosx = 1                           6) 2𝑐os2𝑥 − 3𝑐𝑜𝑠𝑥 + 1 = 0   

:  حل  

 1)sin x − 1 = 0 ⇒ sinx =
1

2
⇒ sin 𝑥 = sin

𝜋

6
⇒ {

𝑥 = 2𝑘𝜋 +
𝜋

6

𝑥 = 2𝑥𝜋 + 𝜋 −
𝜋

6

 , 𝑘 ∈ 𝑧      

2)2cos2x − cos x = 0 ⇒ cos x(2 cos x − 1) = 0 ⇒ cos x = 2یا 0  cos𝑥 = −1 = 0 

cos x = 0 ⇒ cos𝑥 = cos
π

2
⇒ 𝑥 = 2𝑘𝜋 ±

𝜋

2
      , 𝑘 ∈ 𝑧 

2 cos x − 1 = 0 ⇒ cos x =
1

2
⇒ cos 𝑥 = cos𝑥

𝜋

3
 ⇒ 𝑥 = 2𝑘𝜋 ±

𝜋

3
, 𝑘 ∈ 𝑧 

 

3) tan 3x − tanx = 0 ⇒ tn3x = tan x ⇒ 3x = kπ + x 

⇒ 2𝑥 = 𝑘𝜋 ⇒ 𝑥 =
𝑘𝜋

2
,    𝑘 ∈ 𝑧 

 

4) sin 2x + 2 cos x = 0 ⇒ 2sinx cos x + 2 cos x = 0 ⇒ 

2 cos x(sin x + 1) = 0 ⇒ cosx = یا      0       sin 𝑥 + 1 = 0 

cos x = 0 ⇒ cos x = cos
π

2
⇒ 𝑥 = 2𝑥𝜋 ±

𝜋

2
,              𝑘 ∈ 𝑧 

sinx + 1 = 0 ⇒ sin x = −1 ⇒ sinx = sin (−
π

2
) ⇒ {

𝑥 = 2𝑘𝜋 −
𝜋

2

𝑥 = 2𝑘𝜋 + 𝜋 +
𝜋

2

 , 𝑘 ∈ 𝑧 

 

5) sin x + cos x = 1 ⇒ √2 sin (𝑥 +
𝜋

4
) = 1 ⇒ sin (𝑥 +

𝜋

4
) =

1

√2
 

 

⇒ sin (𝑥 +
𝜋

4
) = 𝑠𝑖𝑛

𝜋

4
⇒ {

𝑥 +
𝜋

4
= 2𝑘𝜋 +

𝜋

4

𝑥 +
𝜋

4
= 2𝑘𝜋 + 𝜋 −

𝜋

4

     , 𝑘 ∈ 𝑧 

⇒ {
𝑥 = 2𝑘𝜋

𝑥 = 2𝑘𝜋 +
𝜋

2
     , 𝑘 ∈ 𝑧 

 

6) 2𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 3 cos𝑥 + 1 = 0  

𝑡 میدهی م قرار = cos 𝑥 پس : 

                                                                                                                                  

                     2𝑡2 − 3𝑡 + 1 = 0 ⇒ 𝑡 = 𝑡 یا  1 =
1

2
 

                     cos 𝑥 = 1 ⇒ cos𝑥 = cos0 ⇒ 𝑥 = 2𝑘𝜋 ± 0 ⇒ 𝑥 = 2𝑘𝜋 



                     cos 𝑥 =  
1

2
 ⇒ cos𝑥 = cos

𝜋

3
⇒ 𝑥 = 2𝑘𝜋 ±

𝜋

3
 , 𝑘 ∈ 𝑧 

 

 

 

 

 

  4-7 نیتمر

 

.دیکن حل را ریز معادلات -1  

1) 2 cos𝑥 − √2 = 0                         2) 3𝑡𝑎𝑛𝑥 − √3 = 0 

3) 𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0           4) 𝑠𝑖𝑛3𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0 
5) 𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 0     6)tan 𝑥 tan 5𝑥 = 1  
7) sin 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛3𝑥 = 0                      8) 𝑐𝑜𝑡2𝑥 − 3 = 0 

9) 𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 0                            10) 𝑠𝑖𝑛3𝑥 − sin 𝑥 = 0 

11) 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 0                              12) 𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 0 

13) 2𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 1 = 0                          14) 𝑡𝑎𝑛𝑥 + cot 𝑥 = 2
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  تمشه فصل

 

 تابع

  رابطه8-1

 . میگوئی م B به A از رابطه کی    A×B حاصلضرب از مجموعه   ریز هر به

  :اند شده فیتعر B={4,5,6} مجموعه به  A={1,2,3} مجموعه از ریزی ها رابطه: 1 مثال

𝑅1 = {(1,4), (1,5), (2,4)}                             R2 = {(2,5)} 

𝑅3 = {(2,4), (3,5)}                      R4 = {(1,6), (1,5), (2,4)} 

  رابطهی دکارت نمودار

 .    گرفت درنظری دکارت دستگاه در نقطه کی توانی م را رابطهی اعضا از کی هر

𝑅 رابطه نمودار: 2 مثال = {(𝑥, 𝑦)|𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁, 𝑥 + 𝑦 ≤  :کرد رسم ریز صورت به توانی م را {4

 

𝑅 رابطه نمودار: 3 مثال = {(𝑥, 𝑦)|𝑥, 𝑦 ∈ ℜ, 𝑦 = 𝑥 +  . دیکن رسم را {1

 .است ریز شکل به آن نمودار و دهدی م خط لیتشک که دارد نقطه شماریب رابطه نیا: حل



 

 تابع

ی ها مولفه بود هم مانند اولی ها مولفه مرتب دوزوج در اگر گرید عبارت به نباشندی تکرار آن اولی ها مولفه کهی ا رابطه

 . شودیم دهینام باشندتابع هم مانند زین آنها دوم

 

𝑅1 رابطه: 4 مثال = {(2,4), (3,1), 𝑅2 رابطهی ول است تابع کی {(1,2) = {(1,2), (1,4),  . ستین تابع {(2,5)

 .باشد تابع کی ریز رابطه که دیابیب چنان را  b,a ریمقاد: 5مثال

𝑅 = {(1,2), (3, 𝑎), (1,2𝑏 − 4), (3, 𝑏 − 1)} 

 :  نیبنابرا میداری تکرار عضو رابطه اولی ها مولفه در چون: حل

2𝑏 − 4 = 2 → 2𝑏 = 6 → 𝑏 = 3 

𝑎 = 𝑏 − 1 → 𝑎 = 3 − 1 → 𝑎 = 2 

 

  نموداری رو از تابع صیتشخ

  .کند قطع را نمودار نقطه کی در حداکثر ها عرض محوری مواز خط هر که است تابعی صورت در نمودار کی

 . ستین تابع 2 شکلی ول است تابع 1 شکل  ریز نمودار در: 6مثال
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  بردتابع و دامنه

ی م برد دومی ها مولفه تمام مجموعه به میدهی م شینما D وبا میگوئی م دامنه تابع کی اولی ها مولفه تمام  مجموعه به

 . میدهی م شینما R وبا میگوئ

 

𝑓 تابع برد و دامنه: 7 مثال = {(1,2), (3,4), (5,7),  .  دیکن دایپ را {(8,9)

𝐷:                          حل = {1,3,5,8}                   𝑅 = {2,4,7,9} 

 

 . دیکن دایپ را آن برد و دامنه باشد ریز صورت به f تابع نمودار اگر: 8 مثال

 

𝐷:   حل  = [0,3)                 𝑅 = [1,2) 

  تابع ضابطه

ی م شینما f(x) با را y میده شینما  f با را تابع اگر.  مینامی م تابع ضابطه کندی م مشخص  x حسب  بر را y کهی فرمول

 . میده

𝑓(𝑥) تابع در: 9 مثال = 𝑥2 + 𝑥 ریمقاد𝑓(√𝑥), 𝑓(𝑥 − 2), 𝑓 (
1

2
) , 𝑓(1) دیآور  بدست را. 

 :حل

𝑓(1) = 12 + 1 = 2                     𝑓 (
1

2
) = (

1

2
)
2

+
1

2
=
1

4
+
1

2
=
3

4
 

𝑓(𝑥 − 2) = (𝑥 − 2)2 + (𝑥 − 2) = 𝑥2 − 4𝑥 + 4 + 𝑥 − 2 = 𝑥2 − 3𝑥 + 2    

𝑓(√𝑥) = (√𝑥)
2
+ √𝑥 = 𝑥 + √𝑥 

 



  مهم تابع چند دامنه

 . باشدی م R آن دامنه پس است شده فیتعر اعداد تمامی ازا بهی ا جمله چند تابع : یا جمله چند تابع -1

 : نیبنابرا است نشده فیتعر کنند صفر را کسر  مخرج کهی اعداد دری کسر تابع: یکسر تابع -2

 یکسر تابع دامنه= R - }کنندی م صفر را کسر مخرج کهی اعداد {

 کالیراد ریز عبارت نیبنابرا .باشدی منف تواندی نم زوج فرجه با کالیراد ریز عبارت:  زوج فرجه بای کالیراد  تابع -3

 .  است تابع دامنه معادله نا جواب میدهی م قرار صفری  مساو بزرگتر را

 . میآوری م بدست را حاصل عبارت دامنه سپس میکنی م نظر  صرف کالیراد از: فرد فرجه بای کالیراد  تابع -4

 .دیآور بدست را ریز توابع دامنه: 10 مثال

1)𝑦 = 2𝑥2 − 5𝑥 + 1                             2)𝑦 =
𝑥 − 3

𝑥2 − 5𝑥 + 6
 

3)𝑦 = √𝑥2 − 4𝑥                                    4)𝑦 = √
𝑥 − 1

|𝑥| − 2

3

    

 :حل

1)D=R             

 2)𝑥2 − 5𝑥 + 6 = 0 → (𝑥 − 2)(𝑥 − 3) = 0 → 𝑛 = 2, 𝑛 = 3 

𝐷 = 𝑅 − {2,3} 

3)𝑥2 − 4𝑥 ≥ 0 → 𝑥(𝑥 − 4) ≥ 0 

𝑥(𝑥 − 4) = 0 →   𝑥 = 0        ,          𝑥 = 4 

 

𝐷 = (−∞, 0] ∪ [4,+∞)  

4)|𝑥| − 2 = 0 → |𝑥| = 2 → 𝑥 = ±2 

D=R-{-2,2 

} 
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  دوتابعی تساو 

 . f(x)=g(x) مشترک دامنه در x هری برا و بودهی مساو آنی  ها دامنه اگر ندیمساو   g,f تابع دو

𝑓(𝑥) تابع دو ایآ:  11 مثال =
𝑥2−1

𝑥−1
  ؟ ندیمساو g(x)=x+1  و 

 IR f= IR      ,    D gD =-}1{                                   : رایز ریخ:  حل

 

 ی ا ضابطه چند تابع

 .مینامی می ا ضابطه چند تابع دارد ضابطه کی از شیب کهی تابع

}  و ضابطه با تابع در:  12 مثال
𝑥 + √𝑥     , 𝑥 ≥ 0

𝑥2 + 2𝑥     , 𝑥 < 0
 =𝑓 (𝑥) ریمقاد 𝑓 (4)  

𝑓 (𝑓 (-3))  , 𝑓 (- 
1

2
 ), 𝑓( 2), 𝑓(−2)  دیکن محاسبه را . 

 :  حل

𝑓(−2) = (−2)2 + 2(−2) = 0     𝑓(2) = 2 + √2  

𝑓 (−
1

2
) = (−

1

2
)
2

+ 2 (−
1

2
) =

1

4
− 1 = −

3

4
 

𝑓(−3) = (−3)2 + 2(−3) = 9 − 6 = 3 

𝑓(𝑓(−3)) = 𝑓(3) = 3 + √3 

 

 

 

 1-8 نیتمر

 .دیسیبنو را ریزی ها رابطهی اعضا-1

                   1)𝑅1 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁, 𝑥 + 𝑦 < 6}          

                  2)𝑅2 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍, |𝑥| + |𝑦| = 4}    

                  3)𝑅3 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅, 𝑥2 + 𝑦2 = 0}      



                                         4)𝑅4 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁, 𝑥 < 𝑦   ,   𝑦 ≤ 4}       

 . باشندی م   تابع ریزی ها رابطه از کی هر n,m ریمقاد چهی ازا به-2

1)𝑅1 = {(1,𝑚 − 1), (2,3), (1, 𝑛), (2, 𝑛 − 5)}         

2)R2 = {(3, −1), (3, n + m), (2,2n), (2,m − 1)} 

 . دیآور بدست را تابع برد و دامنه ریزی نمودارها از کی هر در-3 

 

 . دیآور بدست را ریز توابع از کی هر دامنه-4

1)𝑦 = 5𝑥3 − 𝑥2 + 1                      2)𝑦 =
𝑥 − 1

𝑥2 − 9
 

3)𝑦 = √𝑥2 − 4                                4)𝑦 = √|𝑥| − 1
3

   

5)𝑦 =
1

|𝑥| − 5
                                  6)𝑦 =

2𝑥 − 1

√𝑥2 + 𝑥
            

7)𝑦 = √3 − |𝑥|                               8)𝑦 =
1

2𝑥2 − 3𝑥 + 1
     

9 )𝑦 = √
𝑥 − 5

2 − 𝑥

4

                              10)𝑦 =
1

√𝑥2 + 3𝑥
               

11)𝑦 =
2𝑥 + 7

|𝑥 − 1| − 2  
                    12)𝑦 = √|𝑥 − 2| − 3 

13)y = √
x2 + 1

x − 5
                               14)y = tan x  

15)𝑦 =
1

2 cos 𝑥 − 1
                         16)𝑦 = cot 2𝑥 
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 . دیکنی بررس را عتاب دوی تساو ریز حالات از  کی هر در-5

1)𝑓(𝑥) = 𝑥                          ,               𝑔(𝑥) = √𝑥2 

2)𝑓(𝑥) =
𝑥2 − 2

𝑥 − √2
              ,                𝑔(𝑥) = 𝑥 + √2 

3)𝑓(𝑥) =
𝑥3 + 𝑥

𝑥2 + 1
              ,                 𝑔(𝑥) = 𝑥 

4)𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥         ,    𝑔(𝑥) = tan 𝑥 cot 𝑥  

 

}     تابع در -6

𝑥−1

𝑥+2
     , 𝑥 ≥ 2

𝑥2 + 3𝑥     , 𝑥 < 2
 f(x)= ریمقاد𝑓(1 + 𝑓(2)), 𝑓(𝑓(−1)), 𝑓(2), 𝑓 (

5

2
) , 𝑓(3) را 

  .دیکن محاسبه

  تابع انواع 8-2

  .هاست x محوری موازی خط  آن نمودار و میگوئی م ثابت تابع است ثابت عدد a که f(x)=a تابع به:  ثابت تابع

 

 

 .باشدی م  سوم و اول ربع مسازین خط آن نمودار و میگوئی می همان تابع f(x)=x تابع به:  یهمان تابع

 

 



 دایپ را دلخواه  نقطه دو نمودار نیا رسمی برا  است  خط بیش a که میگوئی می خط تابع  f(x)=ax+b تابع به:  یخط تابع

 . میدهی م امتداد و کرده وصل هم به و کرده

 

 

  دیکن رسم را f(x)=2x+1 تابع نمودار: 1 مثال

 :  حل

 

 : کرد لیتبدی ا ضابطه دو تابع کی به ریز شکل به توانی م را   |f(x)=|x تابع:  مطلق قدر تابع 

𝑓(𝑥) = {
𝑥       𝑥 ≥ 0
−𝑥     𝑥 < 0

 

 

 و کمتری کی گرید دوعدد و عدد آن سپس آورده بدست را مطلق قدر داخل عبارت شهیر  f(x)=|ax+b|+c نمودار رسمی برا

 .  میدهی م امتداد و وصل گریکدی به را آمده بدست نقاط  داده قرار جدول در آن بزرگتری کی

 

  .دیکن رسم را ریز توابع نمودار:  2 مثال

 

 1)𝑦 = |𝑥 − 2| + 1                     2)𝑦 = |2𝑥 + 2| − 3 

𝑥(1 :حل      − 2 = 0 → 𝑥 = 2                                                                  

 

2)2𝑥 + 2 = 0 → 𝑥 = −1 
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 .دیکن رسم را آن نمودار سپس دیسیبنوی ا ضابطه دو تابع صورت به را |f(x)=x|x تابع:3مثال

𝑓(𝑥):                                                          حل = { 𝑥
2             𝑥 ≥ 0

−𝑥2           𝑥 < 0
  

 

 

 

 

  y=f(x) نمودار از استفاده با |y=|f(x) نمودار رسم

 نسبت آنها نهیقر و کرده حذف دارند قرار ها x محور ریز که نمودار ازیی ها قسمت سپس میکنی م رسم را y=f(x)نمودار ابتدا

 . میکنی م اضافه نمودار به را ها x محور به

 

  0دیکن رسم را  2y=|x-1| نمودار:4 مثال 

 . میکنی م رسم را 2y=|x-1| نمودار آن  از استفاده با و میکنی م رسم را 2y=x-1 نمودار ابتدا: حل



 

 

 : میکنی م فیتعر  ریز صورت وبه میگوئی م علامت تابع y=sgn(x) تابع به :علامت تابع

 

 . دیکن رسم را  y=sgn(x-2) نمودار: 5 مثال

 

 . دیکن رسم را y=x sgn(x) نمودار: 6 مثال
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 . n=[x] آنگاه n≤x<n+1 و باشد  حیصح عدد n اگر میدهی م شینما [x] نماد با را x حیصح جزء:  حیصحجزء

 : 7 مثال

[2] = 2                 [3/7] = 3            [1 − √2] = −1 

[−
3

2
] = −2                 [0/1] = 0              [𝜋] = 3 

 

 

  حیصح ءجزی های ژگیو

1)[𝑥 + 𝑛] = [𝑥] + 𝑛            ,             (𝑛 ∈ 𝑧) 

2) 0 ≤ 𝑥 − [𝑥] < 1 

 .دیآور بدست را ریز توابع دامنه: 8مثال

1)𝑦 =
1

[𝑥 − 1]
                       2)𝑦 = √𝑥 − [𝑥] 

3)𝑦 =
1

2[𝑥] − 3
                  4)𝑦 = √[𝑥] − 2 

 : حل

1)[𝑥 − 1] = 0 → [𝑥] − 1 = 0 → [𝑥] = 1 → 1 < 𝑥 < 2 

→ 𝐷 = [1,2) 

2)𝑥 − [𝑥] ≥ 0 → → همواره بر قرار است 𝐷 = 𝑅 



3)2[𝑥] − 3 = 0 → [𝑥] =
3

2
→ جواب ندارد 𝐷 = 𝑅 

  4)[𝑥] − 2 ≥ 0 → [𝑥] ≥ 2 → 𝑥 ≥ 2 → 𝐷 = [2 +∞) 

 

 . دیکن رسم [1,3-]باز در را y=[x] تابع نمودار: 9 مثال

 :  حل

−1 ≤  𝑥 < 0 → [𝑥] = −1 → 𝑦 = −1 

0 ≤ 𝑥 < 1 → [𝑥] = 0 → 𝑦 = 0 

1 ≤ 𝑥 < 2 → [𝑥] = 1 → 𝑦 = 1 

2 ≤ 𝑥 < 3 → [𝑥] = 2 → 𝑦 = 2 

 

  دیکن رسم  (0,3] بازه در را y=x-[x] نمودار: 10مثال

 : حل

 

 

 0 دیکن رسم (0,2] بازه در را y=[2x]+1 نمودار: 11مثال
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 0 ≤ 𝑥 < 2 → 0 ≤ 2𝑥 < 4 

0 ≤ 2𝑥 < 1 → [2𝑥] = 0 → 𝑦 = 1      ,       0 ≤ 𝑥 <
1

2
 

1 ≤ 2𝑥 < 2 → [2𝑥] = 1 → 𝑦 = 2     ,       
1

2
≤ 𝑥 < 1 

2 ≤ 2𝑥 < 3 → [2𝑥] = 2 → 𝑦 = 3     ,    1 ≤ 𝑥 <
3

2
 

3 ≤ 2𝑥 < 4 → [2𝑥] = 3 →= 4          ,     
3

2
≤ 𝑥 < 2 

 

 

  کی به کی تابع

 مانند دومی ها مولفه مرتب زوج دو  در اگر  گرید عبارت به.  نباشندی تکرار آن دومی ها مولفه اگر است کی به کی f تابع

 . باشند هم مانند زین آن اولی ها مولفه آنگاه باشند هم

 .کند قطع را نمودار نقطه کی در حداکثر ها طول  محوری مواز خط هر که است   کی به کی یصورت در تابع کی نمودار

 . دارد وجودی تکرار آن دومی ها مولفه در رایز ستین   کی به کی  f={(1,2),(5,1),(4,2)} تابع: 12 مثال

  دیکنی بررس را ریز توابع بودن  کی به ک:  ی13مثال

1)𝑦 = 2𝑥3 + 1                            2)𝑦 = 𝑥2 − 5 

 :  حل 



1)𝑦1 = 𝑦2 → 2𝑥1
3 + 1 = 2𝑥2

3 + 1 → 2x1
3 = 2x2

3 → x1
3 = x2 

3 → x1 = x2  

  .است کی به کی تابع پس

2)y1 = y2 → x1
2 − 5 = x2

2 − 5 → x1
2 = x2

2 → x1 = ±𝑥2 

 . ستین کی به کی تابع پس

 

 معکوس تابع

ی م عوض را مولفه دوی جا تابع کی  معکوس کردن  دایپی برا باشد کی به کی که است ریپذ معکوسی صورت در  تابع کی

  .میدهی م شینما f-1نماد با را f تابع معکوس میکن

  .باشدی م f-1)}=2,1),(4,3),(6,5{( تابع f)}=1,2),(3,4),(5,6{( تابع معکوس: 14مثال

 . شودی م حاصل f-1 نمودار میکن نهیقر  y=x خط به نسبت را f تابع نمودار اگر

 

  تابع معکوس ضابطه

  میکنی م عوض را  y,xی جا سپس  آورده بدست y حسب بر را x ابتدا y=f(x) تابع  معکوس ضابطه افتنی یبرا

 . دیآور بدست را معکوس ضابطه سپس است ریپذ معکوس =45x2f(x)+ تابع دیکن ثابت: 15 مثال

 :  حل

𝑦1 = y2 → 2x1
5 + 4 = 2x2

5 + 4 → 2x1
5 = 2x2

5 → x1
5 = x2

5 

→ است کی به کی تابع → است ریپذ معکوس تابع 𝑥1 = x2 → 
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𝑦 = 2𝑥5 + 4 → 2𝑥5 = 𝑦 − 4 → 𝑥5 =
𝑦 − 4

2
→ 𝑥 = √

𝑦 − 4

2

5

→   𝑦 = √
𝑥 − 4

2

5

→ 𝑓−1(𝑥)

= √
𝑥 − 4

2

5

 

𝑓(𝑥) تابع دیکن ثابت: 16مثال =
𝑥

2𝑥+1  
 . دیابیب را معکوس  ضابطه سپس است ریپذ معکوس 

Y1 = y2 →
x1

2x1 + 1
=

x2

2x2 + 1
→ x1(2𝑥2 + 1) = 𝑥2(2𝑥1 + 1) → 2𝑥1𝑥2 + 𝑥1 = 2𝑥1𝑥2 + 𝑥2

→ 𝑥1 = 𝑥2 → → تابع یک به یک است   تابع معکوس  پذیر است

𝑦 =
𝑥

2𝑥 + 1
→ 𝑦(2𝑥 + 1) = 𝑥 → 2𝑥𝑦 + 𝑦 = 𝑥 → 2𝑥𝑦 − 𝑥 = −𝑦 → 𝑥(2𝑦 − 1) = −𝑦 → 𝑥

=
−𝑦

2𝑦 − 1
→ 𝑦 =

−𝑥

2𝑥 − 1
→  𝑓−1(𝑥) =

−𝑥

2𝑥 − 1
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 ی نمائ تابع

   میگوئی می نمائ تابع باشند کی مخالف و مثبتی قیحق عدد a که xf(x)=a تابع به

 . دیکن رسم را =x2f(x) تابع نمودار: 17 مثال

 

 

 

)=f(x) تابع نمودار:  18 مثال
1

2
)𝑥 دیکن رسم را. 

  

 

 ی تمیلگار تابع

𝑙𝑜𝑔𝑎 تابع xf(x)=a تابع معکوس
𝑥=f(x) شودی م دهینامی تمیلگار تابع که باشدی م . 
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f(x)=𝑙𝑜𝑔2 تابع نمودار:19 مثال
𝑥  دیکن رسم را . 

 :  حل

 .دیآی م بدست تابع نمودار میکن نهیقر  y=x خط به نسبت را 17 مثال نمودار اگر

 

f(x)=𝑙𝑜𝑔1 تابع نمودار: 20مثال
2

𝑥 دیکن رسم را . 

 .دیآی م بدست  تابع نمودار میکن نهیقر y=xخط به نسبت  را 18 مثال نمودار اگر:  حل
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 . دیکن رسم را ریز توابع نمودار-1

1)𝑓(𝑥) = 2                                             2)𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 3 

3)𝑓(𝑥) = −𝑥 + 1                                  4)𝑓(𝑥) = 2|𝑥 − 1| 

5)𝑓(𝑥) = −|𝑥 + 2| + 1                        6)𝑓(𝑥) = |𝑥2 − 4| 

 . دیکن رسم را آنها نمودار و دیسیبنوی ا ضابطه دو تابع صورت به را ریز توابع-2

 1)f(x) = x|x − 2|                                 2)f(x) = −x|x| 

 . دیکن رسم را ریز توابع نمودار-3

1)𝑓(𝑥) = 𝑠𝑔𝑛(2𝑥 − 1)                      2)𝑓(𝑥) = 𝑠𝑔𝑛(𝑥2 − 1) 

3)𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑠𝑔𝑛(𝑥)                   4)𝑓(𝑥) = 𝑥𝑠𝑔𝑛(𝑥 − 2) 

 . دیآور بدست را ریز توابع دامنه-4

1)𝑦 =
𝑥 − 5

[𝑥]
                                           2)𝑦 =

1

√[𝑥] − 1
 

3)𝑦 = √3 − [𝑥]                                     4)𝑦 =
1

2[𝑥] − 6
 

  0دیکن رسم شده داده دربازه را ریز توابع نمودار-5

1)𝑦 = 2[𝑥] − 1               ,          [−2,2) 

2)y = x + [x]                 ,           [−1,3) 

3)𝑦 = 2[2𝑥] + 1           ,            [−2,1) 

4)𝑦 = 𝑥[𝑥]                   ,             [−1,2) 

 . دیکنی بررس را ریز توابع بودن کی به کی-6

1)𝑦 = 2𝑥3 + 5                          2)𝑦 = 3√𝑥 − 1 

3)𝑦 = |𝑥| − 1                           4)𝑦 =
𝑥 − 1

2𝑥 + 1
 

 . ستین کی به کی y=|x-1|+2 تابع دیده نشان نمودار رسم با-7

 . دیآور بدست را  معکوس ضابطه سپس رندیپذ معکوس ریز توابع دیکن ثابت-8
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1)𝑓(𝑥) = 5𝑥3 − 7                      2)𝑓(𝑥) = 2√𝑥
3

+ 1 

3)𝑓(𝑥) =
𝑥

3𝑥 + 4
                      4)𝑓(𝑥) =

2𝑥 + 5

𝑥 − 1
 

 

  توابعی رو اعمال 8-3

.f) توابع نصورتیا در باشند تابع دو g,fاگر g), (f − g), (f + g) و 
𝑓

g
 :  میکنی م فیتعر ریز صورت به را 

(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) 

(𝑓 − 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) 

(𝑓. 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)         

(
𝑓

𝑔
) (𝑥) =

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
                    

.f) توابع دامنه g), (f − g), (f + g) با است برابر 𝐷f ∩ Dg  تابع دامنه و 
𝑓

g
𝐷f با است برابر  ∩ 𝐷g − {x|g(X) = 0}. 

𝑔(𝑥) اگر: 1 مثال =
𝑥

𝑥+2
, 𝑓(𝑥) = √𝑥 +  توابع ضابطه صورت نیا در 3

 (f. g)و(f − g), (f + g) دیآور بدست را کی هر دامنه و . 

 : حل

(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = √𝑥 + 3 +
𝑥

𝑥 + 2
 

(𝑓 − 𝑔)(𝑥) = √𝑥 + 3 −
𝑥

𝑥 + 2
 

(𝑓. 𝑔)(𝑥) = √𝑥 + 3 ( 
𝑥

𝑥 + 2
) 

  (
𝑓

𝑔
) (𝑥) =

√𝑥 + 3
𝑥

𝑥 + 2

 

𝐷f = [−3, +∞)                        Dg = R − {−2} 

𝐷f+g = Df−g = Df.g = Df ∩ Dg = [−3,+∞) − {−2} 

𝐷f
g
= [−3 +∞) − {−2} − {x|

x
x + 2

= 0} = [−3, +∞) − {0,−2} 

 



  تابع دو بیترک

 :با است برابر آن دامنه و میکنی م  فیتعر fog(x)=f(g(x))  صورت به را fog(X) تابع باشند تابع دو g,f اگر

              𝐷fog = {x|x ∈ Dg, g(x) ∈ Df}  

𝑔(𝑥) اگر: 2 مثال = 2𝑥 + 1, 𝑓(𝑥) = √𝑥 −  را fog تابع  دامنه و gof , fog , gog  , fof توابع ضابطه باشد 5

  .دیآور بدست

 : حل

𝑓𝑜𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) = √𝑔(𝑥) − 5 = √2𝑥 + 1 − 5 = √2𝑥 − 4 

𝑔𝑜𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥)) = 2𝑓(𝑥) + 1 = 2√𝑥 − 5 + 1 

𝑓𝑜𝑓(𝑥) = √𝑓(𝑥) − 5 = √√𝑥 − 5 − 5 

𝑔𝑜𝑓(𝑥) = 2𝑔(𝑥) + 1 = 2(2𝑥 + 1) + 1 = 4𝑥 + 3 

𝐷f = [5, +∞)             ,                 𝐷g = R 

𝐷fog = {x|x ∈ R     ,2x + 1 ∈ [5,+∞)} = {x|x ∈ R, 2x + 1 ≥ 5} 

= {x|x ∈ R, x ≥ 2} = [2, +∞) 

 

  فرد و زوج تابع

  :باشد برقرار ریز شرط 2 اگر میگوئ زوج را f تابع

𝑥 هری برا -1 ∈ 𝐷𝑓 میباش داشته −𝑥 ∈ 𝐷𝑓 (دامنه f باشد متقارن). 

𝑥 هری برا -2 ∈ 𝐷𝑓  میباش داشته            f(-x)= f(x)  

 . است متقارن ها y محور به نسبت زوج تابع  نمودار

  :باشد برقرار ریز شرط 2 اگر میگوئ فرد را f تابع

𝑥 هری برا  - 1 ∈ 𝐷𝑓 میباش داشته −𝑥 ∈ 𝐷𝑓 (دامنه f باشد متقارن). 

𝑥 هری برا -         2  ∈ 𝐷𝑓  میباش داشته𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥) 

 نمودار  تابع فرد نسبت به مبدامختصات متقارن است.
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  .دیکنی بررس ای ریز توابع بودن فرد ای زوج: 3مثال

1)𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1                                 2)𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥 

3)𝑓(𝑥) = 𝑥3 + cos𝑥                          4)𝑓(𝑥) =
1

𝑥 − 2
 

 : حل 

1)𝐷𝑓 = 𝑅   متقارن است 

𝑓(−𝑥) = (−𝑥)2 + 1 = 𝑥2 + 1 = 𝑓(𝑥)تابع زوج است  

2)𝐷𝑓 = 𝑅   متقارن است 

𝑓(−𝑥) = (−𝑥)3 − 𝑥 = −𝑥3 − 𝑥 = −𝑓(𝑥)تابع فرد است 

3)𝐷𝑓 = 𝑅   متقارن است 

𝑓(−𝑥) = (−𝑥)3 + cos(−𝑥) = −𝑥3 + cos𝑥 

𝑓(−𝑥) ≠ 𝑓(𝑥)     𝑓(−𝑥)  ≠ −𝑓(𝑥)    تابع نه زوج نه و فرد است       

4)𝐷𝑓 = 𝑅 − {2} ستین →  متقارن    تابع نه زوج و نه فرد است

 

 ی:مثلثات توابع و متناوب تابع

𝑥 هری برا که باشد موجود c مانند صفر مخالف و مثبتی قیحق عدد گاه هر میگوئ متناوب را f تابع ∈ 𝐷𝑓 میباش داشته 

𝑥 + 𝑐 ∈ 𝐷𝑓 و f(x+c)=f(x) صورت نیا درc تناوب دوره را f ی می اصل تناوب دروه را تناوب وره د نیکوچکتر  مینامی م

 . میدهی م شینما T با و میگوئ

 



𝑓(𝑥) تابع دیده نشان: 4مثال = sin 𝑥    دیکن رسم را آن نمودار و است متناوب . 

𝑓(𝑥: حل + 2𝜋) = sin(2𝜋 + 𝑥) = sin 𝑥 = 𝑓(𝑥)                              

 :است ریز شکل مانند آن نمودار و است تابعی اصل تناوب دوره 2π نیبنابرا

  

 

𝑓(𝑥) است متناوب  تابع دیده نشان: 5مثال = cos𝑥    دیکن رسم را آن نمودار و. 

 : حل

𝑓(𝑥 + 2𝜋) = cos(2𝜋 + 𝑥) = cos𝑥 = 𝑓(𝑥) 

 :راستیز شکل مانند آن نمودار و است تابعی اصل تناوب دوره 2𝜋 نیبنابرا 
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) توابع ریز حالات از کی هر در-1
𝑓

𝑔
) , (f. g), (f − g), (f + g) دیآور بدست را کی هر دامنه و محاسبه را. 

1)𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 1              ,         𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 1 

2)𝑓(𝑥) =
𝑥 − 1

𝑥 + 2
               ,         𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 

3)𝑓(𝑥) = √𝑥 − 1            , 𝑔(𝑥) =
1

𝑥 − 2
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4)𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 3𝑥          , 𝑔(𝑥) = √𝑥 − 2 

5)𝑓(𝑥) =
𝑥 − 2

𝑥 + 1
            ,           𝑔(𝑥) =

2𝑥 + 1

𝑥 + 2
 

 

 .دیآور بدست را کی هر دامنه و محاسبه را gof,fof,gof,fog توابع ریز حالا از کی هر در-2

1)𝑓(𝑥) = 3𝑥 + 2                  ,          𝑔(𝑥) = 2𝑥 + 4 

2)𝑓(𝑥) =
1

𝑥 − 2
                   ,          𝑔(𝑥) = √𝑥 − 1 

3)𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 1                  ,          𝑔(𝑥) =
𝑥 − 1

𝑥 + 2
 

4)𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1                  , 𝑔(𝑥) = 2𝑥 + 7 

5)𝑓(𝑥) =
1

𝑥
                          ,         𝑔(𝑥) = 𝑥 − 5 

 

 

 .دیکنی بررس را ریز توابع بودن فرد ای زوج-3

1)𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥                                   2)𝑓(𝑥) = |𝑥| + 𝑥 

3)𝑓(𝑥) = √𝑥 − 1 + √1 − 𝑥               4)𝑓(𝑥) = √𝑥 − 1 − √1 − 𝑥 

5)𝑓(𝑥) = 𝑥2 + cos𝑥                            6)𝑓(𝑥) = tan 𝑥 + 𝑥3 

7)𝑓(𝑥) =
𝑥 − 1

𝑥 + 1
                                    8)𝑓(𝑥) =

𝑥

𝑥2 − 4
 

 . دیابیب را ریز توابع تناوب دوره-4

1)𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛2𝑥                                  2)𝑓(𝑥) = cos (𝑥 +
𝜋

4
) 

3)𝑓(𝑥) = cos 3𝑥                                 4)𝑓(𝑥) = sin (3𝑥 −
𝜋

3
) 



 

 

 

 

 

 منه فصل

 یوستگیپ و حد

  حد مفهوم9-1

 عرض a به aاز کوچکتر ای بزرگتر ریمقاد در  x کردن کینزد وبا باشد شده فیتعر x=aی گیهمسا در  تابع اگر f(x) درتابع

limf(x)  نماد با و است L برابر a در f(x) تابع حد میگوئی م شود کینزد  L عدد به نقاط
𝑥→𝑎

 . میدهی م شینما  

 .دیریبگ نظر در را ریز  جدول میکنی بررس x=2 در را تابع حد میخواهی م f(x)=x+1 تابع در: 1 مثال

 

lim  پس شوندی م کینزد 4 به f(x) ریمقاد   2 به x شدن کینزد با جدول طبق
𝑥→2

f(x) ی  ایقضا توانی م حد محاسبهی برا

 .بکاربرد را شوندیم انیب اثبات  بدون که ریز

 : آنگاه باشدی ا جمله چند کی f(x) اگر: 1 هیقض

lim
𝑥→𝑎

f(x) = f(a) 

 

lim اگر :2 هیقض
𝑥→𝑎

f(x) = L1   و lim
𝑥→𝑎

g(x) = L2  آنگاه باشد: 

lim
𝑥→𝑎

f(x) + g(x) = L1 + L2 

lim
x→ a

f(x) − g(x) = L1 − L2 

lim
𝑥→𝑎

f(x)g(x) = L1L2          
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       lim
        𝑥→𝑎

f(x)

g(x)
=
L1

L2
,           (L1 ≠ 0) 

lim حاصل: 2مثال
𝑥→2

2x2+x

x+1
 . دیآور بدست را 

 : حل 

lim
𝑥→2

2x2 + x

x + 1 
=
lim
x→2

2x2 + x

lim
x→2

x + 1
=
10

3
 

 حد حاصل اگری کسری حدها محاسبه در:  توجه
°

°
ی م هیتجز را کسر مخرج و صورت ابهام رفعی برا است مبهم حد شد    

 . میکنی م محاسبه را حد کسر مخرج و صورت از کننده صفر عامل  حذف از  پس و  دیکن

 . دیکن محاسبه را ریزی حدها: 3مثال

1) lim
𝑥→2

𝑥2 − 2𝑥

𝑥 − 2
                         2) lim

𝑥→3

𝑥 − 3

𝑥2 − 5𝑥 + 6
 

3) lim
𝑥→1

𝑥2 − 1

𝑥2 + 3𝑥 − 4
                4) lim

𝑥→−2

√𝑥 + 3 − 1

𝑥 + 2
     

 : حل

1) lim
𝑥→2

𝑥2 − 2𝑥

𝑥 − 2
 =       

°

°
   مبهم      

limرفع ابهام
𝑥→2

𝑥2 − 2𝑥

𝑥 − 2
=  lim

x→2

x(x − 2) 

x − 2
= lim

x→2
x = 2 

2) lim
𝑥→3

𝑥 − 3

𝑥2 − 5𝑥 + 6
= lim

𝑥→3

𝑥 − 3

(𝑥 + 2)(𝑥 − 3)
= lim

𝑥→3

1

𝑥 − 2
= 1 

3) lim
𝑥→1

𝑥2 − 1

𝑥2 + 3𝑥 − 4
= lim

𝑥→1

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)

(𝑥 − 1)(𝑥 + 4)
= lim

𝑥→1

𝑥 + 1

𝑥 + 4
=
2

5
 

4) lim
𝑥→−2

√𝑥 + 3 − 1

𝑥 + 2
= lim

𝑥→−2

√𝑥 + 3 − 1

𝑥 + 2
×
√𝑥 + 3 + 1

√𝑥 + 3 + 1
= lim

𝑥→−2

𝑥 + 3 − 1

(𝑥 + 2)(√𝑥 + 3 + 1)
 

= lim
𝑥→−2

x + 2

(x + 2)(√x + 3 + 1)
= lim

x→−2

1

√x + 3 − 1
=

1

√1 + 1
=
1

2
 

lim اگر: توجه
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
مبهم صورت به  

°

°
 . کرد میتقس(   x-a) بر را آنها توانی م g(x),f(x) هیتجزی برا شود  

 



lim حاصل: 4مثال
𝑥→1

x3+3x2−2x−2

x−1
 . دیآور بدست را 

 حد حاصل:  حل 
°

°
 .میکنی م میتقس x-1بر  ا ر آن صورت هیتجزی برا باشدی م 

 

lim
x→1

x3 + 3x2 − 2x − 2

x − 1
= lim

x→1

(x − 1)(x2 + 4x + 2)

x − 1
= lim

x→1
(x2 + 4x + 2) = 7 

lim حاصل: 5 مثال
𝑥→8

x−8

√x
3 −2

 . دیکن محاسبه را   

𝑎3  اتحاد  از  ابهام رفعی برا: حل − 𝑏3 = (𝑎 − 𝑏)(𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2)  میکنی م استفاده : 

lim
𝑥→8

x − 8

√x
3

− 2
= lim

x→8

x − 8

√x
3

− 2
×
(√𝑥
3 )

2
+ 2√𝑥

3
+ 4

(√𝑥
3 )

2
+ 2√𝑥

3
+ 4

= lim
x→8

(x − 8)(√x
3 )

2
+ 2√x

3
+ 4

x − 8
 

                    = lim
x→8

(√x
3
)2 + 2√x

3
+ 4 = 12 

 

 

 

 

 

 

limقضیه: 

𝑥→0

𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥
= 0 
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 1-9 نیتمر

 . دیکن محاسبه را ریزی حدها-1

1) lim
𝑥→3

𝑥2 − 9

𝑥 − 3
                                      2) lim

𝑥→5

𝑥2 − 5𝑥

2𝑥 − 10
 

3) lim
𝑥→1

𝑥2 + 5𝑥 − 6

3𝑥 − 3
                           4) lim

𝑥→1

𝑥2 − 1

𝑥2 − 3𝑥 + 2
 

5) lim
𝑥→2

𝑥3 − 4𝑥

𝑥 − 2
                                  6) lim

𝑥→1

2𝑥2 + 3𝑥 − 5

𝑥2 − 𝑥
 

7) lim
𝑥→7

√𝑥 + 2 − 3

𝑥 − 7
                           8) lim

𝑥→1

𝑥 − √𝑥

2𝑥 − 2
 

9) lim
𝑥→3

𝑥2 − 9

𝑥 − √𝑥 + 6
                         10) lim

𝑥→2

𝑥3 + 2𝑥 − 12

𝑥 − 2
 

11) lim
𝑥→1

𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 − 3

𝑥2 − 𝑥
              12) lim

𝑥→−1

√𝑥
3

+ 1

𝑥 + 1
 

13) lim
x→3

√x + 1 − 2

√x − 2 − 1
                       14) lim

x→2

x2 − 16

x − 2
 

  

15) lim
𝑥→3

5𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥

2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 1
                        16) lim

𝑥→1

1 − 𝑥2

𝑠𝑖𝑛𝜋𝑥
 

 

 

 



   راست و  چپ حد9-2

limf(x)نماد با و مینامی م چپ حد را a از کوچکتر ریمقادی برا   x=a در تابع حد مقدار f(x) تابع در
𝑥→a−

 و میدهی م شینما 

limf(x)نماد با و مینامی م راست حد را a از بزرگتر ریمقادی برا x=a در تابع حد مقدار
𝑥→a+

 . میدهی م شینما 

   .باشندی مساو x=a در آن راست و چپ حد  اگر فقط و اگر است حدی دارا x=a در f(x) تابع

 

𝑓(𝑥) تابع حد  = [𝑥]  در را x=2 دیکنی بررس . 

lim𝑓(𝑥)
𝑥→2−

= lim
x→2−

[x] = 1 

lim
𝑥→2+

f(x) = lim
x→2+

[x] = 2 

  ندارد حد x=2در تابع پس ستینی مساو x=2 در راست و چپ حد چون

  دیکن محاسبه را ریزی حدها

1) lim
𝑥→2+

[2𝑥 + 1]                     2) lim
𝑥→1+

[5 − 𝑥] 

3) lim
𝑥→3−

𝑥 − [𝑥]                      4) lim
𝑥→2+

|𝑥 − 2|

𝑥2 − 4
 

 :حل

1) lim
𝑥→2+

[2𝑥 + 1] = [
+
5
] = 5                2) lim

𝑥→1+
[5 − 𝑥] = [4̅] = 3 

3) lim
𝑥→3̅

𝑥 − [𝑥] = 3 − [3̅] = 3 − 2 = 1 

4) lim
𝑥→

|𝑥 − 2|

𝑥2 − 4
= lim

𝑥→2+

𝑥 − 2

(𝑥 − 2)(𝑥 + 2)
= lim

𝑥→2+

1

𝑥 + 2
=
1

4
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  است؟ حدی دارا x=2 در ریز تابع a مقدار چهی ازا به: 3مثال

𝑓(𝑥) = {
𝑎𝑥2 + 𝑥, 𝑥 ≥ 2

𝑎[𝑥] + 𝑥2, 𝑥 < 2
 

 : حل 

lim
𝑥→2+

f(x) = lim
x→2+

ax2 + x = 4a + 2 

lim
𝑥→2−

f(x) = lim
x→2−

a(x) + x2 = a[2] + x = a + 4 

 : پس میدهی م قراری مساو گریکدی با را راست و چپ حد

4𝑎 + 2 = 𝑎 + 4 → 3𝑎 = 2 → 𝑎 =
2

3
 

 . باشد حدی دارا x=-3,x=1 در ریز تابع که دیابیب چنان را  b,aریمقاد: 4مثال

𝑓(𝑥) = {
𝑥2 − 𝑎𝑥       , 𝑥 ≥ 1

𝑏𝑥2 + 𝑥        , −3 < 𝑥 ≤ 1
𝑎𝑥 + 1         , 𝑥 < −3

 

lim
𝑥→1+

f(x) = lim
x→1+

x2 − ax = 1 − a 

lim
𝑥→1−

f(x) = lim
x→1−

bx2 + x = b + 1 

 : پس میدهی م قراری مساو  را x=1در راست و چپ حد

1 − 𝑎 = 𝑏 + 1 → −𝑎 = 𝑏 

lim
𝑥→−3+

f(x) = lim
x→−3+

bx2 + x = 9b − 3 

lim
x→−3−

f(x) = lim
x→−3−

ax + 1 = −3a + 1 

 : پس میدهی م قراری مساو را x=-3 در راست و چپ  حد 

9𝑏 − 3 = −3𝑎 + 1 → 9(−𝑎) − 3 = −3𝑎 + 1 

→ −9 𝑎 +3 𝑎 =3+1→ −6𝑎 = 4 → 𝑎 = −
2

3
       , 𝑏 =

2

3
 

  تینهایب حد

  ∞ علامت نییتعی برا شودی م ∞− ای  کسر∞+حاصل شود صفر  مخرج و صفر ریغ عدد صورت اگری کسری حدها در

 . میکنی م ضرب مخرج علامت در را صورت علامت



 . دیکن محاسبه را ریزی حدها:5  مثال

1) lim
𝑥→𝑜+

1

𝑥
                           2) lim

𝑥→𝑜−

1

𝑥
 

3) lim
𝑥→2−

𝑥 − 5

𝑥 − 2
                    4) lim

𝑥→1

𝑥

(𝑥 − 1)2
 

 :حل

1)lim
𝑥→𝑜+

1

x
=
1

o+
= +∞                      2) lim

x→o−

1

𝑥
=
1

o−
= −∞ 

3) lim
𝑥→2−

𝑥 − 5

𝑥 − 2
=
−3

𝑜−
= +∞          3) lim

𝑥→1

𝑥

(𝑥 − 1)2
=
1

𝑜+
= +∞ 

 . دیآور بدست راحدهای زیر  حاصل: 6مثال

1-lim
𝑥→2+

x2−4

x2−4x+4
 

 حد حاصل: حل
°

°
 :  میدار ابهام رفعی وبرا باشدی م 

lim
𝑥→2+

x2 − 4

x2 − 4x + 4
= lim

x→2+

(x − 2)(x + 2)

(x − 2)2
= lim

x→2+

x + 2

x − 2
=
4

o+
= +∞ 

 

 

 

 

 

  تینهایب در حد

 :  رندیگی م قرار استفاده مورد ریز موارد تینهایب در حد محاسبهی برا

+∞ +∞ = +∞                               − ∞ −∞ = −∞ 

(+∞) × (+∞) = +∞                      (−∞) × (−∞) = +∞ 

(−∞) × (+∞) = −∞                       𝑎 + ∞ = +∞ 

 𝑎 − ∞ = −∞                                     𝑎 × (+∞) = +∞          ( 𝑎 > 0) 

𝑎 × (−∞) = +∞(𝑎 < 0)                𝑎 × (−∞) = −∞           (𝑎 > 0) 
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𝑎 × (−∞) = +∞ (𝑎 < 0)                        
𝑎

±∞
= 0  

ی حالتها
∞

∞
 ،𝑜 × ∞,∞  . باشندی م مبهم ∞−

  دیکن محاسبه را ریزی حدها: 7 مثال

1) lim
𝑥→+∞

𝑥2 + 2𝑥                              2) lim
𝑥→−∞

1

𝑥 + 1
 

3) lim
𝑥→+∞

𝑥2 + 2𝑥 + 5

2𝑥2 + 1
                     4) lim

𝑥→+∞

𝑥2 − 3𝑥

𝑥 + 1
 

5) lim
𝑥→−∞

3𝑥 − 1

√𝑥2 − 5
                            6) lim

𝑥→+∞
√𝑥2 + 1 − 𝑥 

 : حل

1)lim 𝑥2 + 2𝑥
𝑥→+∞

= +∞ +∞ = +∞ 

2) lim
𝑥→−∞

1

𝑥 + 1
=

1

−∞
=𝑜 

3) lim
𝑥→+∞

𝑥2 + 2𝑥 + 5

2𝑥2 + 1
=

+∞

+∞
 مبهم

lim
x→+∞

x2 + 2x + 5

2x2 + 1
= lim

x→+∞

x2(1 +
2
x
+
5
x2
)

x2(2 +
1
x2
)

= lim
x→+∞

1 +
2
x
+
5
x2

2 +
1
x2

 

=
1 + 𝑜 + 𝑜

2 + 𝑜
=
1

2
 

4) lim
𝑥→+∞

𝑥2 − 3𝑥

𝑥 + 1
= lim

𝑥→+∞

𝑥(𝑥 − 3)

𝑥 (1 +
1
𝑥
)
= lim

𝑥→+∞

𝑥 − 3

1 +
1
𝑥

=
+∞ − 3

1 + 𝑜
= +∞ 

5) lim
𝑥→−∞

3𝑥 − 1

√𝑥2 + 5
= lim

𝑥→−∞

𝑥(3 −
1
𝑥
)

√𝑥2(1 +
5
𝑥
)

= lim
𝑥→−∞

𝑥(3 −
1
𝑥
)

−𝑥√1 +
5
𝑥

 

= lim
𝑥→−∞

3 −
1
𝑥

−√1 +
5
𝑥

=
3 − 𝑜

−√1 + 𝑜
= −3 

6) lim
𝑥→−∞

√𝑥2 + 1 − 𝑥 = +∞  مبهم∞−



:میکنیم میوتقس ضرب کالیراد درمزدوج را عبارت ابهام رفعی برا  

lim
𝑥→−∞

√𝑥2 + 1 − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

√𝑥2 + 1 − 𝑥 ×
√𝑥2+1+𝑥

√𝑥2+1+𝑥
= lim

𝑥→+∞

𝑥2+1−𝑥2

√𝑥2+1+𝑥
= lim

𝑥→+∞

1

√𝑥2+1+𝑥
=

1

+∞
= 𝑜  
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حدهای زیر را بیابیدمثال:   

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ی وافق قائم مجانب  

 . شود ∞− ای ∞+ راست ای چپ از تابع حد هرگاه  میگوئ f تابع نمودار قائم مجانب را x=a خط

 . شود bبا برابر ∞− ای ∞+ در تابع حد هرگاه میگوئ f تابع نموداری افق مجانب را y=b خط

𝑓(𝑥) تابع نموداری ها مجانب:  8 مثال =
1

𝑥
  دیکن رسم را تابع نمودار و دیابیب را 

lim
𝑥→𝑜+

f(x) = lim
x→o+

1

x
=
1

o+
= +∞ 

lim
𝑥→𝑜−

f(x) = lim
x→o−

1

x
=
1

o−
= −∞ 

  باشندی م f تابع قائم مجانب x=0 خط نیبنابرا

lim
𝑥→+∞

f(x) = lim
x→+∞

1

x
=

1

+∞
= 0 

lim
𝑥→−∞

f(x) = lim
x→−∞

1

x
=

1

−∞
= 0 

 : است ریز شکل به تابعی بیتقر نمودار و باشدی م f تابعی افق مجانب y=0 خط  نیبنابرا 
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 2-9 نیتمر

 . دیکنی بررس شده اده د عدد در را ریز توابع حد-1

1)𝑓(𝑥) = [𝑥 + 1]                    , 𝑥 = −2 

2)𝑓(𝑥) =
|𝑥 − 3|

𝑥 − 3
                    , 𝑥 = 3 

 3)𝑓(𝑥) = [𝑥]([𝑥] − 1)                    , 𝑥 = 1 

  4)𝑓(𝑥) =
𝑥 − 1

√𝑥2 − 2𝑥 + 1
                 , 𝑥 = 1 

5)𝑓(𝑥) = {

2𝑥 + 1                 , 𝑥 ≥ −1

𝑥2 − 1

𝑥 + 1
                  , 𝑥 < −1

 

6)𝑓(𝑥) = {
[𝑥] + 𝑥         , 𝑥 < 2

2𝑥 − 1              , 𝑥 ≥ −1
   

 . باشد حدی دارا x=2 در ریز تابع که دیابیب  نانچ را a مقدار-2

𝑓(𝑥) = {

𝑎[𝑥] + 𝑥2 , 𝑥 > 2

𝑥2 − 4

|2 − 𝑥|
    , 𝑥 < 2

 

 . باشد حدی دارا x=2,x=1 در ریز تابع که دیابیب  چنان را b,a ریمقاد-3



𝑓(𝑥) = {
2𝑥 + 𝑎             , 𝑥 > 2
𝑏𝑥 + 𝑥        , 1 < 𝑥 ≤ 2
2𝑎𝑥 + 3𝑥          , 𝑥 ≤ 1

 

 . باشد حدی دارا x=-2 و x=2 ریز تابع که دیابیب چنان را b,aریمقاد-4

𝑓(𝑥) = {
𝑎[𝑥] + 𝑥             , |𝑥| < 2
𝑏 + 2𝑥                , |𝑥| > 2

  

 . دیکن محاسبه را ریزی حدها-5

1) lim
𝑥→5+

𝑥2 − 1

𝑥 − 5
                          2) lim

𝑥→1−

[𝑥] − 1

𝑥 − 1
 

3) lim
𝑥→2+

√𝑥 − 2

𝑥 − 2
                         4) lim

𝑥→2

𝑥 − 3

|𝑥 − 2|
 

5) lim
𝑥→1−

𝑥 + 2

𝑥2 − 2𝑥 + 1
                6) lim

𝑥→2+

𝑥

4 − 𝑥2
 

7) lim
𝑥→+∞

2x2 − x + 1

3x2 + 4x − 1
            8) lim

x→−∞

x3

x2 − x + 1
 

9) lim
𝑥→+∞

𝑥

2𝑥2 + 5
                10) lim

𝑥→+∞

√𝑥2 + 𝑥

2𝑥 − 1
 

11) lim
𝑥→−∞

𝑥 + 4

√9𝑥2
                    12) lim

𝑥→+∞
√4𝑥2 + 3 − 2𝑥  

 

 

 

 

  دیکن رسم را نمودار و دیابیب را ریز توابع نموداری مجانبها-6

1)𝑓(𝑥) =
1

𝑥 − 1
                       2)𝑓(𝑥) =

𝑥 − 2

𝑥 + 1
 

3)𝑓(𝑥) =
2

𝑥2 − 1
                   4)𝑓(𝑥) =

1

𝑥2 − 4
 

𝑦 تابعی مجانبها-7 =
√𝑥2+1

𝑥−2
 . دیابیب را 

 



 56 حدوپيوستگي    

 (چیساندوی )فشردگ هیقض 9-3

 g(x) حد آنگاه ، شود Lبرابر x=a در g(x) , f(x) تابع حد و باشد قرار بر  f(x)<g(x)<h(x) رابطه x=aی گیهمسا در هرگاه

 . باشدی م Lبرابر x=a در زین

lim:1مثال
𝑥→0

|x| sin
1

x
 . دیکن محاسبه را 

 : حل

−1 ≤ sin
1

𝑥
≤ 1 → −|𝑥| ≤ |𝑥| sin

1

𝑥
≤ |𝑥| 

= نکهیا به باتوجه lim
x→0

−|x| = 0 lim
𝑥→0

|x| ی فشردگ هیقض  طبق پسlim
𝑥→0

|x| sin
1

x
= 0   

lim:12 مثال
𝑥→0

x [
2

x
 .دیکن محاسبه را [

 :حل

2

x
− 1 < [

1

x
] ≤

2

x
→ 2 − x < 𝑥 [

2

x
] ≤ 2 

lim نکهیا به باتوجه
𝑥→0

2 − x = lim
x→0

2 =  ی: فشردگ هیقض  طبق پس 2

lim
𝑥→0

[
1

x
] = 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 یوستگیپ9-4

 .باشدی مساو f(a) با x=a در f(x) حد اگر میگوئ وستهیپ x=a در را f(x) تابع 

 .دیکنی بررس x=2 در را ریز تابعی وستگیپ:1مثال

𝑓(𝑥) = {
𝑥2 + 1   , 𝑥 > 2
3𝑥 − 1    , 𝑥 = 2

𝑥3 − 3   , 𝑥 < 2

 

 : حل

lim
𝑥→2+

f(x) = lim
x→2+

x2 + 1 = 5 

lim
𝑥→2−

f(X) = lim
x→2−

x3 − 3 = 5 

𝑓(2) = 3(2) − 1 = 5 

lim چون
𝑥→2

f(x) = f(2) در تابع سپس x=2 است وستهیپ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .باشد وستهیپ x=3 در ریز تابع که دیابیب چنان را b,a ریمقاد: 2مثال

𝑓(𝑥) = {
𝑎𝑥 + 𝑏  , 𝑥 > 3
𝑥 + 𝑎       , 𝑥 = 3

𝑥2 + 𝑏[𝑥]   , 𝑥 < 3
 

lim
𝑥→3+

F(x) = lim
x→3+

ax + b = 3a + b 

lim
x→3−

f(x) = lim
x→3−

x2 + b[x] = 9 + 2b 

𝑓(3) = 3 + 𝑎 
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 :آورد بدست را ریز  معادله دو توانی م  تابع مقدار و راست و چپ حد دادن قراری مساو از

3𝑎 + 𝑏 = 9 + 2𝑏 → 3𝑎 − 𝑏 = 9 

9 + 2𝑏 = 3 + 𝑎 → −𝑎 + 2𝑏 = −6 

{
3𝑎 − b = 9

−𝑎 + 2b = −6
 

5𝑏 = −9 → 𝑏 = −
9

5
               − a −

18

5
= −6 → −a =

18

5
− 6 → a =

12

5
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  وراست چپی وستگیپ

 :اگر میگوئ وستهیپ راست از  x=a در را f(x) تابع

lim
𝑥→𝑎+

f(x) = f(a) 

  :اگر میگوئ وستهیپ ازچپ  x=a در را f(x) وتابع

lim
𝑥→𝑎−

f(x) = f(a) 

  دارد؟ی وستگیپ  نوع چه x=1 در ریز تابع:3مثال



𝑓(𝑥) = {
|𝑥 − 1|

𝑥 − 1
       , 𝑥 ≠ 1

2𝑥 − 3    , 𝑥 = 1
 

 :حل

lim
𝑥→1+

f(x) = lim
x→1+

|x − 1|

x − 1
= lim

x→1+

x − 1

x − 1
= 1 

lim
𝑥→1−

f(x) = lim
x→1−

|x − 1|

x − 1
= lim

x→1−

−(x − 1)

x − 1
= −1 

𝑓 (1)=2-3=-1 

limf(x)چون = f(1)
𝑥→1−

 . دارد چپی وستگیپ x=1 در تابع پس 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  بازه در تابعی وستگیپ

 ودر راستی وستگیپ x=a در تابع و باشد وستهیپ (a,b) بازه نقاط تمام در اگر میگوئ وستهیپ [a,b] بازهی رو را f(x) تابع

x=b باشد داشته چپی وستگیپ.  

  دیکنی بررس [1,2] بازه در را f(x)=[x] تابعی وستگیپ: 4 مثال

 : حل

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

[x] = 1        , f(2) = 2 
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 .ستین وستهیپ بازه نیدرا تابع پس ندارد چپی وستگیپ x=2 در تابع چون

𝑓(𝑥) تابعی وستگیپ: 5مثال = √𝑥 دیکنی بررس [0,4] بازه در را.  

 : میدار ، باشد (0.4) بازه در دلخواه عدد کی xoاگر: حل

lim
𝑥→𝑥𝑜

f(x) = lim
x→xo

√x = √xo = f(xo) 

  .است وستهیپ( 0,4) بازه نقاط در fتابع پس

lim
𝑥→𝑜+

f(x) = lim
x→o+

√𝑥 = 𝑜     = 𝑓(𝑜) 

lim
𝑥→4−

(x) = lim
x→4−

√x = 2 = f(4) 

  .است وستهیپ [o,4] بازه در f تابع پس دارد چپی وستگیپ x=4  ودر راستی وستگیپ x=o در تابع پس
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  .دیکن محاسبه را ریزی حدهای  فشردگ هیقض از استفاده با-1

1) lim
𝑥→𝑜

𝑥2 cos
1

𝑥
                     2) lim

𝑥→1
|𝑥 − 1| sin

1

𝑥 − 1
 

3) lim
𝑥→0

𝑥 [
1

𝑥
]                            4) lim

𝑥→+∞

[𝑥]

𝑥
 

 

 

  .دیکنی بررس شده داده عدد در را ریز توابعی وستگیپ-2

 

1) 𝑓(𝑥) = {

𝑥2−9

𝑥−3
  , 𝑥 > 3

2𝑥   ,    𝑥 = 3
[𝑥] + 4   ,   𝑥 < 3

           ( 𝑥 = 3) 



2) 𝑓(𝑥) =

{
 

 
√𝑥+2−2

𝑥−2
  , 𝑥 > 2

1

8
𝑥   ,    𝑥 = 2

𝑥 + 1   ,   𝑥 < 2

             (  𝑥 = 2) 

3) 𝑓(𝑥) = {
|𝑥−1|

𝑥−1
     ,     𝑥 ≠ 1

2𝑥 − 1     ,     𝑥 = 1
         ( 𝑥 = 1) 

 

 . باشد وستهیپ x=2 در ریز تابع که دیابیب چنان را b وa ریمقاد -2

𝑓(𝑥) = {
𝑎[𝑥] + 𝑥2        , 𝑥 < 2
𝑏𝑥 + 1           ,       𝑥 = 2
𝑎𝑥 + 𝑥           ,       𝑥 > 2

       

 

 . باشد داشته راستی وستگیپ x=3 در ریز تابع که دیابیب چنان را a مقدار -3

𝑓(𝑥) = {

𝑥2 − 9

|𝑥 − 3|
     ,     𝑥 ≠ 3

𝑎𝑥 + 2    ,     𝑥 = 3

      

  .دیکنی بررس شده داده فاصله در را ریز توابعی وستگیپ -4

1) 𝑓(𝑥) = [𝑥]                  ,         [1,
3

2
] 

2) 𝑓(𝑥) = [𝑥]                  ,          [1,3] 

3) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥−1
                 ,          [2,5] 

4) 𝑓(𝑥) = √𝑥 − 2          ,           [2,10] 
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   مهد فصل

 

 مشتق
 

 

 مشتق فیتعر 10-1

𝑥  در را f(x) تابع مشتق = 𝑎 نماد با 𝑓´(𝑎) میکنی م محاسبه ریز فرمول از و دیدهی م شینما: 

𝑓´(𝑎) = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
 

𝑓(𝑥) تابع مشتق فیتعر از استفاده با: 1 مثال = 𝑥2 در را x=2 دیکن محاسبه . 

 :حل

𝑓´(2) = lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) − 𝑓(2)

𝑥 − 2
= lim

𝑥→2

𝑥2 − 4

𝑥 − 2
= lim
𝑥→2

(𝑥 − 2)(𝑥 + 2)

𝑥 − 2
= 4 

𝑓(𝑥) تابع مشتق فیتعر از استفاده با: 2 مثال = √𝑥 در را 𝑥 =  . دیکن محاسبه 3

 :حل

𝑓´(3) = lim
𝑥→3

𝑓(𝑥) − 𝑓(3)

𝑥 − 3
= lim

𝑥→3

√𝑥 − √3

𝑥 − 3
= lim
𝑥→2

√𝑥 − √3

𝑥 − 3
×
√𝑥 + √3

√𝑥 + √3

= lim
𝑥→3(

𝑥 − 3

𝑥 − 3)(√𝑥 + √3)
== lim

𝑥→3

1

√𝑥 + √3
=

1

√3 + √3
=

1

2√3
 

 

 

 

 

 مشتق تابع

𝑑𝑓 ای f´(x) نماد با را f(x) تابع مشتق

dx
 ریز صورت به که مشتق فیتعر معادل فرمول از ن آ محاسبهی برا و میدهی م شینما 

 :.میکنی م استفاده شودی م فیتعر

𝑓´(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
 



 

𝑓(𝑥) تابع مشتق فیتعر از استفاده با:  مثال = 𝑥2 دیکن محاسبه را . 

 

 :حل

𝑓´(𝑥) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ

= lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ)2 − 𝑥2

ℎ

= lim
ℎ→0

𝑥2 + 2𝑥ℎ + ℎ2 − 𝑥2

ℎ

= lim
ℎ→0

2𝑥ℎ + ℎ2

ℎ
= lim

ℎ→0

ℎ(2𝑥 + ℎ)

ℎ
= lim

ℎ→0
2𝑥 + ℎ = 2𝑥 

 

  راست و چپ مشتق

  میکنی م محاسبه ریز فرمول از و داده شینما +𝑓´(𝑎) نماد با را x=a در f(x)چپ مشتق

𝑓´(𝑎)+ = lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
 

 : میکنی م محاسبه ریز فرمول از و داده شینما −𝑓´(𝑎) نماد با را x=a در f(x) تابع راست مشتق

𝑓´(𝑎)− = lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
 

+𝑓´(𝑎) اگر فقط اگرو است ریپذ مشتق x=a در f(x) تابع = 𝑓´(𝑎)−. 

𝑓(𝑥) تابعی ریپذ مشتق: 4 مثال = |𝑥| در را x=0 دیکنی بررس . 

 :حل

𝑓´(0)+ = lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim

𝑥→0+

|𝑥| − 0

𝑥
= lim

𝑥→0+

𝑥

𝑥
= 1 

𝑓´(0)− = lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim

𝑥→0−

|𝑥| − 0

𝑥
= lim

𝑥→0−

−𝑥

𝑥
= −1 

+𝑓´(0) چون ≠ 𝑓´(0)− در تابع پس x=0 ستین ریپذ مشتق . 

 

 . است وستهیپ x=a در f تابع آنگاه باشد ریپذ مشتق x=a در f تابع اگر: هیقض

 . دیکنی بررس x=2 در را ریز تابعی ریپذ مشتق: 5 مثال

𝑓(𝑥) = {
𝑥 + 1          ,           𝑥 ≥ 2
𝑥                 ,         𝑥 < 2

  

 :حل

lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2+

𝑥 + 1 = 3             lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2−

𝑥 = 2   

 . باشدی م زین ریپذ مشتق پس ستین وستهیپ x=2 در تابع چون
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 64 مشتق 

 . دیور آ بدست شده داده عدد در را ریز توابع مشتق فیتعر از استفاده با -1

1)𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 3𝑥     ,     𝑥 = 2 

2) 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 1     ,     𝑥 = 3 

3) 𝑓(𝑥) = 𝑥3             ,     𝑥 = 1 

4) 𝑓(𝑥) = √𝑥
3
           ,     𝑥 = 8 

 . دیآور بدست را ریز توابع مشتق فیتعر از استفاده با -2

1)𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥                              2)𝑓(𝑥) = √𝑥 

3) 𝑓(𝑥) = 𝑥3                                       4) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
 

 . دیآور بدست شده داده عدد در را ریز توابعی ریپذ مشتق -3

1)𝑓(𝑥) = 𝑥|𝑥 − 2|      ,      𝑥 = 2 

2) 𝑓(𝑥) = [𝑥]      ,      𝑥 = 1 

3) 𝑓(𝑥) = {
𝑥2       ,     𝑥 ≥ 0

−𝑥2     ,    𝑥 < 0
      ,      𝑥 = 0 

 ی ریگ مشتق قواعد 10-2

,𝑈   و ایگو عدد n وی قیحق عدد C اگر 𝑉  ازی توابع 𝑥 آنگاه باشند : 

1) 𝑓(𝑥) = 𝐶  ⟹ 𝑓´(𝑥) = 0 

2) 𝑓(𝑥) = 𝐶𝑈  ⟹ 𝑓´(𝑥) = 𝐶𝑈´ 

3) 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛   ⟹ 𝑓´(𝑥) = 𝑛𝑥𝑛−1 

4) 𝑓(𝑥) = 𝑈 + 𝑉  ⟹ 𝑓´(𝑥) = 𝑈´ + 𝑉´ 

5) 𝑓(𝑥) = 𝑈𝑉  ⟹ 𝑓´(𝑥) = 𝑈´𝑉 + 𝑉´𝑈 

6) 𝑓(𝑥) =
𝑈

𝑉
  ⟹ 𝑓´(𝑥) =

𝑈´𝑉−𝑉´𝑈

𝑉2
 

7) 𝑓(𝑥) = 𝑈𝑛   ⟹ 𝑓´(𝑥) = 𝑛𝑈´𝑈𝑛−1 

8) 𝑓(𝑥) = √𝑈   ⟹ 𝑓´(𝑥) =
𝑈´

2√𝑈
 

9) 𝑓(𝑥) = √𝑈𝑛
𝑚

  ⟹ 𝑓´(𝑥) =
𝑛𝑈´

𝑚 √𝑈𝑚−𝑛
𝑚  

10) 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑈  ⟹ 𝑓´(𝑥) = 𝑈´𝑐𝑜𝑠𝑈  

11) 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑈  ⟹ 𝑓´(𝑥) = −𝑈´𝑠𝑖𝑛𝑈 

12) 𝑓(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛𝑈  ⟹ 𝑓´(𝑥) = 𝑈´(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑈) 

13) 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑡𝑈  ⟹ 𝑓´(𝑥) = −𝑈´(1 + 𝑐𝑜𝑡2𝑈) 

14) 𝑓(𝑥) = sin−1𝑈 ⟹ 𝑓´(𝑥) =
𝑈´

√1−𝑈2
 

15) 𝑓(𝑥) = cos−1 𝑈 ⟹ 𝑓´(𝑥) =
−𝑈´

√1−𝑈2
 



16) 𝑓(𝑥) = tan−1 𝑈 ⟹ 𝑓´(𝑥) =
𝑈´

1+𝑈2
 

17) 𝑓(𝑥) = cot−1 𝑈 ⟹ 𝑓´(𝑥) =
−𝑈´

1+𝑈2
 

18) 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑈 ⟹ 𝑓´(𝑥) =  𝑈´𝑒𝑈 

19) 𝑓(𝑥) = 𝐿𝑛 𝑈 ⟹ 𝑓´(𝑥) =  
𝑈´

𝑈
 

 . دیکن محاسبه ررایز توابع مشتقی ریگ مشتق قواعد از استفاده با: 1 مثال

1)𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 5𝑥2 + 4          2)𝑓(𝑥) = (2𝑥2 + 3𝑥)(𝑥3+ 3𝑥2) 

3)𝑓(𝑥) =
5𝑥2 + 3𝑥

4𝑥 + 1
                 4)𝑓(𝑥) = (𝑥4 − 2𝑥2)5 

5)𝑓(𝑥) = √𝑥                               6)𝑓(𝑥) = √𝑥2 − 𝑥
4

 

7)𝑓(𝑥) = sin (𝑥2)                     8)𝑓(𝑥) = 5𝑡𝑎𝑛3(√𝑥) 

9) 𝑓(𝑥) = sin−1 2𝑥                  10) 𝑓(𝑥) = tan−1 𝑥  

11) 𝑓(𝑥) = 𝑒√𝑥                       12) 𝑓(𝑥) = 𝐿𝑛(𝑥3 + 2𝑥) 

 :حل

1)𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 5𝑥2 + 4 ⟹ 𝑓´(𝑥) = 3𝑥2 − 10𝑥  

2) 𝑓(𝑥) = (2𝑥2 + 3𝑥)(𝑥3 + 3𝑥2) ⟹      

𝑓´(𝑥) = (4𝑥 + 3)(𝑥3 + 3𝑥2) + (3𝑥2 + 6𝑥)(2𝑥2 + 3𝑥) 

3) 𝑓(𝑥) =
5𝑥2+3𝑥

4𝑥+1
⟹ 𝑓´(𝑥) =

(10𝑥+3)(4𝑥+1)−4(5𝑥2+3𝑥)

(4𝑥+1)2
 

4) 𝑓(𝑥) = (𝑥4 − 2𝑥2)5 ⟹ 𝑓´(𝑥) = 5(4𝑥3 − 4𝑥)(𝑥4 − 2𝑥2)4 

5) 𝑓(𝑥) = √𝑥 ⟹ 𝑓´(𝑥) =
1

2√𝑥
 

6) 𝑓(𝑥) = √𝑥2 − 𝑥
4

⟹ 𝑓´(𝑥) =
2𝑥−1

4 √(𝑥2−𝑥)34  

7) 𝑓(𝑥) = sin(𝑥2) ⟹ 𝑓´(𝑥) = 2𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥2) 

8) 𝑓(𝑥) = 5𝑡𝑎𝑛3(√𝑥) ⟹ 

 𝑓´(𝑥) =  5(
1

2√𝑥
)(1 + 𝑡𝑎𝑛2(√𝑥)𝑡𝑎𝑛2(√𝑥)   

9) 𝑓´(𝑥) =  
2

√1 − 4𝑥2
                       

10) 𝑓´(𝑥) =
1

1+𝑥2
 

11) 𝑓´(𝑥) =
1

2√𝑥
 𝑒√𝑥 

12) 𝑓´(𝑥) =
3𝑥2+2

𝑥3+2𝑥
 



 66 مشتق 

 ی (ا رهیزنج قاعده) مرکب تابع مشتق

. میپردازی م قاعده نیا قیدق انیب به حال میکرد انیب میمستق ریغ طور به رای ا رهیزنج قاعدهی ریگ مشتق قواعد ازی بعض در

 محاسبه ریز رابطه از 𝑥 در 𝑓𝑜𝑔 تابع مشتق صورت نیا در باشد ریپذ مشتق g(x) در 𝑓 تابع و ریپذ مشتق 𝑥 در 𝑔 تابع اگر

 : شودی م

𝑦 = 𝑓𝑜𝑔(𝑥) ⟹ 𝑦´ = 𝑔´(𝑥)𝑓´(𝑔(𝑥)) 

 : نوشت ریز شکل به رای رایزنج قاعده توانی م باشد 𝑥 ازی تابع 𝑈 نیهمچن و U ازی تابع y اگر گرید عبارت به

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑢
 .
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 

𝑓´(𝑥) اگر :5 مثال = 2𝑥 + 𝑔(𝑥) و 5 = √𝑥 تابع مشتق باشد 𝑓𝑜𝑔 دیکن محاسبه را . 

 :حل

(𝑓𝑜𝑔)´(𝑥) = 𝑔´(𝑥)𝑓´(𝑔(𝑥)) =
1

2√𝑥
(2√𝑥 + 5) 

𝑥 اگر :6 مثال = 𝑡3 + 5𝑡    ,    𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥 ،باشد 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 . دیابیب را 

 :حل

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 .
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (2𝑥 + 2)(3𝑡2 + 5) = (2𝑡3 + 1𝑡 + 2)(3𝑡2 + 5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 2-10نیتمر

 . دیابیب را ریز توابع مشتق -1



1)𝑦 = √𝑥3 − 𝑥                       2)𝑦 =
5𝑥2+3𝑥

𝑥3−1
 

3) 𝑦 =
√𝑥2+1

3𝑥−5
                          4)𝑦 = √

𝑥2+1

3𝑥−5
 

5) 𝑦 = (
2𝑥+1

𝑥+4
)5                       6)𝑦 = 𝑥(2𝑥 + 7)3 

7) 𝑦 =
1

(𝑥−1)3
                         8)𝑦 = √𝑥2+ √𝑥 

9) 𝑦 = cos (
1

𝑥
)                     10)𝑦 =

𝑥−𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥3−𝑐𝑜𝑠𝑥
 

11) 𝑦 = √cot 𝑥                     12)𝑦 = 2𝑠𝑖𝑛3(𝑥 +
𝜋

4
) 

13) 𝑦 = √sin 𝑥
3

                    14)𝑦 = √
1

𝑥
 

15) 𝑦 =  𝑥3 𝑠𝑖𝑛2𝑥                16)𝑦 = 𝑥√
𝑥+1

𝑥+2
 

17) 𝑦 = tan (
2𝑥−1

𝑥+4
)               18)𝑦 = cos  (sin 𝑥) 

19) 𝑦 = cos−1 𝑥2                  20) 𝑦 = 𝑥𝑒2𝑥  

21) 𝑦 = 𝑥3𝐿𝑛𝑥                      22) 𝑦 =
sin−1 𝑥

𝑒𝑥
 

23) 𝑦 = √𝑒4𝑥                         23) 𝑦 = sin(𝑒3𝑥) 

𝑔´(𝑥) اگر -2 =
1

𝑥+1
𝑓(𝑥)  و  = √𝑥 تابع مشتق باشد 𝑔𝑜𝑓 دیکن محاسبه را       . 

𝑓(2𝑥 اگر-3 + 1) = 𝑥3 + 𝑥 ،مقدار باشد 𝑓´(5) دیابیب را . 

 ریز توابع از کی هر در-4
𝑑𝑦

dx
 . دیابیب را 

1)𝑦 = 𝑢3 + 𝑢              ,     𝑢 = √𝑥 

2) 𝑦 =
𝑢

𝑢+1
                   ,     𝑢 = 𝑥2 − 𝑥 

3) 𝑦 = √𝑢 − 3            ,     𝑢 = sin 𝑥 

4) 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛2𝑢              ,     𝑢 = 𝑥3 

5) 𝑦 = tan 𝑢              ,     𝑢 = cos𝑥 

 

 

 

  بالاتر مراتب مشتق وی ضمنی ریگ مشتق 10-3

 

 ی ضمنی ریگ مشتق
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,𝐹(𝑥 عبارت به 𝑦) =  محاسبهی برا و ئمیگوی می ضمن باشد نشده نوشته x حسب بر y که   0
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 رابطه از توانی م    

𝑑𝑦

dx
= −

Fx

Fy
,𝐹(𝑥 عبارت از کرده فرض ثابت را y اگر.  کرد استفاده  𝑦) =  دیآی م دست به Fx میریبگ مشتقx به نسبت 0

,𝐹(𝑥 عبارت از و کرده فرض ثابت را x اگر و 𝑦) =  . دیآی م بدست Fyمیریبگ مشتق y به نسبت  0

 

 ریز حالات از کی هر در: 1 مثال
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 . دیابیب را 

1)2𝑥3𝑦2 + 5𝑥2 + 2𝑦2 = 0                2)𝑥3𝑠𝑖𝑛𝑦 + √𝑥𝑦 = 0 

3) 𝑥2 − 5𝑥𝑦2 = 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑦                      4)
𝑥

𝑦
+ 𝑥2√𝑦 − 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑦 = 0 

 :حل

1)2𝑥3𝑦2 + 5𝑥2 + 2𝑦2 = 0 ⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

6𝑥2𝑦2+10𝑥

4𝑥3𝑦+4𝑦
 

2)𝑥3𝑠𝑖𝑛𝑦 + √𝑥𝑦 = 0 ⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

3𝑥2𝑠𝑖𝑛𝑦 +
𝑦

2√𝑥𝑦

𝑥3𝑐𝑜𝑠𝑦 +
𝑥

2√𝑥𝑦

 

3)𝑥2 − 5𝑥𝑦2 = 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑦 ⟹ 𝑥2 − 5𝑥𝑦2 − 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑦 = 0 ⟹ 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

2𝑥 − 5𝑦2 − 𝑦𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑦

−10𝑥𝑦 − 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥𝑦
 

 

4)
𝑥

𝑦
+ 𝑥2√𝑦 − 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑦 = 0 ⟹  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

1
𝑦
+ 2𝑥√𝑦 − 𝑐𝑜𝑠𝑦

𝑥
𝑦2
+ 𝑥2 (

1

2√𝑦
) + 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑦

 

 

 بالاتر مراتب مشتق

 

ای ´𝑦   یا𝑓´( 𝑥) با را 𝑓(𝑥) تابع مشتق   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
  𝑓"(𝑥) با را ان میریبگ مشتق 𝑓´(𝑥) تابع از اگر.  میدهی م شینما 

،  𝑦" یا  
𝑑2𝑦

𝑑2𝑥  
𝑦𝑛  یا𝑓(𝑛)(𝑥) با را 𝑓(𝑥) تابع ام  n  مشتقی کل طور به میدهی م شینما    یا 

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑛𝑥
 . میدهی م شینما 

 

𝑦 اگر: 2 مثال = 𝑥4 − 3𝑥3 + 𝑥2 + ,´𝑦 ری،مقاد باشد 1 y", y(3) دیکن حساب را  

 :حل



𝑦´ = 4𝑥3 − 9𝑥2 + 2𝑥  

y" = 12𝑥2 − 18𝑥 + 2 

𝑦(3) = 24𝑥 − 18 

x2 اگر: 3 مثال + y2 − 1 = ,´𝑦 باشد 0 y" دیابیراب . 

𝑦´ = −
2𝑥

2𝑦
⟹ 𝑦´ = −

x

y
⟹ y" = −

x´y − y´x

y2
= −

y − (−
x
y
) x

y2
⟹ y" = −

y +
x2

y

y2

= −

y2 + x2

y

y2
= −

y2 + x2

y3
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  3-10نیتمر

 . دیکن محاسبه را ´𝑦 ریز حالات از کی هر در -1

1)𝑥3 − 4𝑥2𝑦 + 2𝑦2 − 1 = 0           2)𝑥3 𝑠𝑖𝑛𝑦 − 𝑥2√𝑦 − 𝑦2 = 0 
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3)
cos𝑥

𝑦
+ √𝑥𝑦 − sin 𝑥 = 0              4) cos 𝑥𝑦 + 2𝑥5𝑦 + 𝑥2 = 0 

5)
𝑥2

𝑦
+ 𝑥3 tan 𝑦 − 𝑥√𝑦

3 = 0            6)2𝑥4𝑦 − 𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑦 − 𝑦 = 0 

,´𝑦 ریز توابع در -2 y" دیآور بدست را . 

1)𝑥3 − 𝑠𝑖𝑛2 𝑥                                    2)𝑦 =
1

𝑥+1
 

3)𝑥2 − 2𝑦2 = 1                                 4)𝑥3 + 𝑦3 − 5 = 0 

 . دیآور بدست را 𝑦(4) ریز توابع در -3

1)𝑦 = sin(2𝑥)                                  2)𝑦 = cos(2𝑥) 

3)𝑦 =
1

𝑥
                                              4)𝑦 = 𝑠𝑖𝑛2 (𝑥)  

 

 (1) مشتقی کاربردها 10-4

 ی منحن بر واقعی  نقطه دری منحن بر قائم و مماس خط

𝑦ی منحن بر مماس خط کردن دایپی برا = 𝑓(𝑥) ی  نقطه در(𝑥1, 𝑦1) ی  رابطه از مماس خط بیشی منحن بر واقع

lim
𝑥→𝑥1

f(x)−f(x1)

x−x1
 . شودی م محاسبه است 𝑓´(𝑥) همان که 

 . است مماس خط بیش معکوس و نهیقر قائم خط بیش و

 
,𝑥1 دادن قرار با 𝑦1 , 𝑚  میآوری م بدست را قائم و مماس خط معادله ریز فرمول در: 

𝑦 − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1) 

𝑦ی منحن بر قائم و مماس خط معادله: 1مثال = 𝑥2 + 3𝑥 دیابیب رای منحن بر واقع 1 طول به نقطه در . 

 :حل

𝑥1 = 1 ⟹ 𝑦1 = 4     ,     𝑦´ = 2𝑥 + 3 ⟹ mمماس = 5      

                                            mقائم = −
1

5
 



𝑦 − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1) ⟹ {

𝑦 − 4 = 5(𝑥 − 1) ⇒ 𝑦 = 5𝑥 − خط مماس  1

𝑦 − 4 = −
1

5
(𝑥 − 1) ⇒ 𝑦 = −

1

5
𝑥 +

21

5
خط قائم 

 

𝑦ی منحنی روی نقاط مختصات: 2 مثال = x3 + x+2 خط با نقاط آن دری منحن بر مماس خط که دیابیب 𝑦 = 4𝑥 − 1 

 . باشدی مواز

 : میدهی م قرار گریکدی یمساو را خط دو مشتق نیبنابرا باشدی مساو آنها بیش که ندیموازی صورت در خط دو: حل

𝑦 = x3 + x+2⟹ 𝑦´ = 3𝑥2 + 1 

𝑦 = 4𝑥 − 1⟹ 𝑦´ = 4                     

  ⟹ 3𝑥2 + 1 = 4 ⇒ 3𝑥2 = 3 ⇒ 𝑥2 = 1 ⇒ 𝑥 = ±1 

𝑥 = 1 ⟹ 𝑦 = 4 ⟹       (1,4) 

𝑥 = −1 ⟹ 𝑦 = 0 ⟹    (−1,0) 

x2ی منحن بر مماس خط معادله: 3 مثال + y2 + 3x − 4 = ,1) نقطه در 0  . دیآور بدست را (1−

 :حل

𝑥1 = 1,     𝑦1 = −1        𝑦´ = −
2𝑥 + 3

2𝑦
⟹ mمماس = −

5

−2
=
5

2
 

𝑦 − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1) ⟹ 𝑦 + 1 =
5

2
(𝑥 − 1) ⟹ 𝑦 =

5

2
𝑥 −

7

2
 

𝑓(𝑥)ی منحن بر مماس خط معادله: 4 مثال = 𝑥2 نقطه از 𝐴(3,5)دیآور بدست را. 

 نقطه دری منحن بر مماس خط اگر.  دارد قراری منحن خارج پس کندی نم صدقی منحن معادله در A نقطه چون: حل

(𝑎, 𝑓(𝑎)) میآوری م بدست را نقطه نیا دری منحن بر مماس خط معادله صورت نیا در کند، قطع رای منحن . 

𝑓´(𝑥) = 2𝑥 ⟹ 𝑚 = 2𝑎 

𝑥1 = 𝑎   ,    𝑦1 = 𝑓(𝑎) = 𝑎2 

𝑦 − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1) ⟹ 

𝑦 − 𝑎2 = 2𝑎(𝑥 − 𝑎)معادله خط مماس بر منحنی 

 :پس کندی م صدق معادله در ان مختصات پس کندی م عبورA خط از مماس خط چون

5 − 𝑎2 = 2𝑎(3 − 𝑎) ⟹ 5 − 𝑎26𝑎 − 2𝑎2 ⟹ 𝑎2 − 6𝑎 + 5 = 0 ⟹ 𝑎 = 𝑎   یا  5 = 1 

𝑎 = 5 ⟹ 𝑦 − 25 = 5(𝑥 − 5) ⟹ 𝑦 = 5𝑥 

𝑎 = 1 ⟹ 𝑦 − 1 = 2(𝑥 − 1) ⟹ 𝑦 = 2𝑥 − 1 

 .  کرد رسم توانی می منحن بر مماس خط دو A نقطه از نیبنابرا

 

 

 ی ا لحظه و متوسط رییتغ آهنگ
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𝑦 تابع در = 𝑓(𝑥) متوسط رییتغ آهنگy به نسبت x کهی وقت x از x2تا x1 نماد با کند رییتغ Δy

Δx
 از و میدهی م شینما 

 :میکنی م محاسبه ری ز رابطه

Δ𝑦

Δ𝑥
=
𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
 

lim با است برابر x=a در x به نسبت yی ا لحظه رییتغ آهنگ
𝑥→𝑎

f(x)−f(a)

x−a
 . باشدی م 𝑓´(𝑎) همان که 

𝑦 تابع در: 5 مثال = 𝑥3 + 𝑥 متوسط رییتغ آهنگy به نسبت x تا   از x1 = 1    x2 = ی م محاسبه ریز صورت به3

 :شود

Δ𝑦

Δ𝑥
=
𝑦(3) − 𝑦(1)

3 − 1
=
30 − 2

2
= 14 

 : شودی م محاسبه ریز صورت به x=2 در x به نسبت y رییتغ آهنگ

𝑦´ = 3𝑥2 + 1 ⟹ 𝑦´(2) = 13 

𝑥(𝑡)       معادله ازی متحرک مکان معادله: 6 مثال = 𝑡2 + 3𝑡         که دیآی م بدست t و هیثان حسب بر x متر حسب بر 

t2  از متحرک نیا متوسط سرعت.   است = 𝑡1 تا5 =  .  دیکن محاسبه t=3 در رای ا لحظه سرعت و0

 : پس است زمان به نسبت رییتغ آهنگ همان سرعت از منظوری کیزیف مسائل در: حل

∆𝑥

∆𝑡
=

𝑥(5)−𝑥(0)

5−0
=

40−0

5
= 8𝑚 𝑠⁄ متوسط سرعت  

𝑉(𝑡) = 𝑥´(𝑡) = 2𝑡 + 3 ⟹ 𝑉(2) = 7 𝑚 𝑠⁄ یا لحظه سرعت  

 است؟ چقدر 5cm شعاع بهی ا رهیدا در آن شعاع به نسبت رهیدا مساحتی ا لحظه رییتغ آهنگ: 7 مثال

 :حل

𝑆(𝑟) = 𝜋𝑟2 ⟹ 𝑆´(𝑟) = 2𝜋𝑟 ⟹ 𝑆´(5) = 10𝜋 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 4-10نیتمر

 . دیآور بدست را شده داده نقاط در ریزی های منحن بر قائم و مماس خط معادله -1

1)𝑦 = 𝑥3 − 2𝑥2 + 1        ,     𝑥1 = 2 

2) 𝑦 = 2𝑥 + √𝑥               ,     𝑥1 = 4 

3) 𝑦 = √𝑥 + 1                 ,     𝑥1 = 3 

4) 𝑦 =
2𝑥−1

𝑥+1
                      ,     𝑥1 = −2 

5) 𝑦 = sin 𝑥                     ,     𝑥1 =
𝜋

4
 

𝑦ی منحنی روی نقاط مختصات -2 = 𝑥3 − 3𝑥 +  . باشد ها x محوری موازی منحن بر مماس خط که دیابیب را  1

𝑦ی منحنی روی نقاط مختصات-3 =
𝑥−1

𝑥−2
𝑦 خط بای منحن بر مماس خط که دیابیب  = −𝑥 +  . باشدی مواز 2

 . دیابیب را شده داده A نقطه در ریزی های منحن بر قائم و مماس خط معادله-4

1)𝑥2 + 𝑦2 = 2                                  ,   𝐴(−1,1) 

2)𝑥3 + 2𝑥𝑦 − 𝑥2 − 4 = 0             ,    𝐴 = (1,2) 

3)√𝑥 + √𝑦 − 3 = 0                      ,    𝐴(4,1) 

𝑦ی منحن بر مماس خط دو 𝐴(2,1) نقطه از-5 = 𝑥2 +  . دیابیب را تماس نقاط طول مختصات میکنی م رسم 1

𝑦  آ تابع در-6 = 𝑥2 + √𝑥متوسط رییتغ هنگ y به نسبت x از x2 = x1 تا4 =  را x=4 دری ا لحظه رییتغ آهنگ و 1

 . دیابیب

𝑥(𝑡)  رابطه ازی متحرک مکان معادله-7 = 𝑡3 + 2𝑡 + .  است متر حسب بر x و هیثان حسب بر t  که دیآی م بدست  1

t2از متحرک نیا متوسط سرعت = 𝑡1 تا3 =  . دیکن محاسبه t=2 در رای ا لحظه سرعت و  0

 است؟ چقدر 3 ضلع بهی مربع در ان ضلع به نسبت مربع کی مساحتی ا لحظه رییتغ آهنگ -8

 

 

 

 

 

 

 (2)مشتق کاربرد10-5
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  تابع نمودار بودنی نزول وی صعود

 : میباش داشته بازه نیدرا  x هری وبرا باشد ریپذ  مشتق(  a,b) بازه در f تابع اگر

1- F'(x)>0 تابع آنگاهF استی صعود بازه نیدرا . 

2- F'(x)<0 تابع انگاه Fاستی نزول بازه نیدرا . 

 ؟ استی انزولی یصعودی هائ بازه چه در 3x+2-2y=x تابع: 1مثال

 :حل

𝑦′ = 2𝑥 − 2 → 2𝑥 − 2 = 0 → 𝑥 = 1 

 

 . استی صعود( 1و+∞) بازه ودری نزول( -∞و1) بازه در تابع

 

  نموداری نسب اکسترمم نقاط

  میباش داشته بازه آن در xهری برا که  باشد داشته وجود c شاملی باز بازه اگر  استی نسب ممیماکزی دارا c در f تابع

f(x)≤ 𝑓(𝑐). 

    میباش داشته بازه آن در xهری  برا که باشد داشته وجود c شاملی باز بازه اگر استی نسب ممینیمی دارا c در f تابع

f(x)≥ 𝑓(𝑐) . 

 . میگوئی م اکسترمم ممینیوم  ممیماکز نقاط به

 

 ی نسبی اکسترمها  نییتعی برا اول مشتق آزمون

 رییتغ مشتق آمده بدست جواب در اگر میدهی م قرار صفری مساو را تابع مشتق fریپذ مشتق تابع اکسترمم نقاط افتنی یبرا

 . استی نسب اکسترمم نقطه آن دهد علامت

 . میکنی م استفاده تابع بودنی نزول وی صعود از اکسترمم نوع نییتعی وبرا

f(x) تابعی برا: 2مثال = x3 − 3x2 +  : دیکن نییتع را نمودار بودنی  نزول ای یصعود و تابعی نسبی ها اکسترمم 2



 :حل

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 6𝑥 = 3𝑥(𝑥 − 2) = 0 → 𝑥 = 0, 𝑥 = 2 

 

,∞−ی )ها بازه در تابع وی نسب ممینیم(2و -2) نقطه وی نسب ممیماکز( 0و2)  نقطه نیبنابرا  ودری صعود(2و+∞) و( 0

 . استی نزول(0و2)بازه

 

 ی بحران نقاط 

∋نقطه 𝐷𝑓 c تابعی بحران نقطه کی را f اگر میگوئ f'( c) ای  f'( c)=0 نباشد موجود  

 . دیابیب را  x3-3f(x)=x تابعی بحران نقاط طول:3مثال

 :حل

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 3 = 0 → 3𝑥2 = 3 → 𝑥2 = 1 → 𝑥 = ±1 

 . باشندی م f تابعی بحران نقاط طول x=-1,x=1 پس f'(1)=f'(-1)=0چون

𝑓(𝑥) تابعی بحران نقاط طول :4 مثال = √4 − 𝑥2 دیابیب را. 

 : حل

𝑓′(𝑥) =
−𝑥

√4 − 𝑥2
                    𝐷𝑓 = [−2,2] 

,  x=±2 نقاط پس ندارند وجود f'(-2),f'(2),f'(0)=0 چون 𝑥 =  . باشندی م f تابعی بحران نقاط 0

𝑓(𝑥) تابعی نسب کسترمم نقاط طول: 5مثال = 𝑥2 − 2𝑥 دیابیب [1,2-] بازه در را. 

 : حل

𝑓′(𝑥) = 2𝑥 − 2 = 0 → 𝑥 = 1 

 . باشندی م f تابعی بحران نقاط x=2   ,x=-1  ,x=1 نقاط چون ندارند وجود f'(2),f'(-1),f'(1)=0 چون
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 مطلق اکسترمم نقاط

 افتنی یبرا میگوئی م تابع  مطلق ممینیم وجود صورت در را نمودار نقطه نیتر نیپائ  مطلق ممیماکز را نمودار نقطه  نیبالاتر

 نیکمتر کهی ا نقطه و مطلق  ممیماکز دارد را عرض نیشتریب کهی ا نقطه میکنی م دایپ را تابعی بحران نقاط ابتدا نقاط نیا

  مینامی م مطلق min دارد را عرض

𝑓(𝑥) تابع مطلق اکسترمم نقاط: 6مثال  = 𝑥2 − 2𝑥 دیابیب [0.3] بازه در را . 

 : حل 

𝑓′(𝑥) = 2𝑥 − 2 = 0 → 𝑥 = 1  

 . باشندی م تابعی بحران نقاط x=0,1,3نقاط

𝑥 = 𝑜 → 𝑦 = 𝑜 

 𝑥 = 1 → 𝑦 = −1 

𝑥 = 3 → 𝑦 = 3 

 .باشدی م f تابع مطلق ممیماکز( 3و3) نقطه و مطلق ممینیم 1 و -1 نقطه نیبنابرا

 یمنحن عطف نقطه و تقعر جهت

 سمت به تقعر باشدی منف اگر و بالا سمت به بازه نیدرا تابع  تقعر باشد، مثبت(  a,b) بازه نقاط در f تابع دوم مشتق  اگر

 شودی م عوض نقطه آن دری منحن تقعر جهت و دارد وجود  نقطه آن دری منحن بر مماس خط کهی ا نقطه در باشدی م نیپائ

 . مینامی م عطف نقطه

 . شودی م صفر عطف نقطه در دوم مشتق ریپذ  مشتق درتوابع

,∞−) بازه در تابع نمودار  تقعر  ریز شکل در 𝑎)بازه ودر نیپائ سمت به (𝑎,  نقطه(  a,f(a)) نقطه و بالا سمت به(  ∞+

 . باشدی م تابع عطف



 

 . دیکن نییتع را 2x3-3y=x-1 تابع نمودار عطف نقطه و تقعر جهت: 7 مثال

 : حل

𝑦′ = 3𝑥2 − 6𝑥 → 𝑦" = 6𝑥 − 6 = 0 → 6𝑥 = 6 → 𝑥 = 1 

 

,1) بازه در و نیپائ روبه( ∞−و1)بازه دری  منحن تقعر پس    .است نمودار  عطف نقطه( 1و-3) نقطه و بالا روبه( ∞+

  تابع نمودار رسم

 :  میدهی م  انجام را ریز مراحل f تابع نمودار رسمی برا

  .تابع دامنه نییتع -1

 .وجود صورت در مجانبها کردن دایپ -2

  .تابع اکسترمم نقاط نییتع و راتییتغ جدول رسم و 'f محاسبه -3

 .عطف نقاط نییتع و تقعر جدول رسم و "f محاسبه -4

 .نمودار رسم شدن قتریدقی برای کمک نقاط  نییتع -5

 . فوق  اطلاعات از استفاده با نمودار رسم -6

  .دیکن رسم را x2-2y=xنمودار: 8مثال

 :حل

𝐷 = 𝑅                  𝑦′ = 2𝑥 − 2 = 0 → 𝑥 = 1 
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                                             y"=2 .بالاست سمت بهی منحن تقعر

 . شودی م رسم ریز صورت به تابع نمودار و  میریگی می کمک نقاط را( 0,2)و(0,0)نقاط

 

  دیکن رسم را  =12x+33x-y+ تابع نمودار: 9مثال

 :حل

𝐷 = 𝑅    𝑦′ = −3𝑥2 + 6𝑥 = 0 → 3𝑥(−𝑥 + 2) = 0 → 𝑥 = 0, 𝑥  =  2  

 

𝑦 تابع نمودار: 10مثال =
𝑥

𝑥2−1
  .دیکن رسم را  



𝐷 = 𝑅 − [−1,1]                    𝑥 = 1  , 𝑥 =  مجانب های قائم   1−

lim
𝑥→±∞

x

x2 − 1
= 0 → y = 0 یافق  مجانب  

𝑦′ =
1(𝑥2− 1) − 2𝑥(𝑥)

(𝑥2 − 1)2
=
−𝑥2 − 1

(𝑥2 − 1)2
 همواره  منفی

 

𝑦" =
−2𝑥(𝑥2 − 1)2 − 4𝑥(𝑥2 − 1)(−𝑥2− 1)

(𝑥2 − 1)4
=
2𝑥(𝑥2+ 1 + 2𝑥2 + 2)

(𝑥2 − 1)4
=
2𝑥(𝑥2 + 3)

(x2 − 1)3
 

𝑦" = 0 → 2𝑥(𝑥2 + 3) = 0 → 𝑥 = 0 
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 5-10نیتمر

 .دیکن نییتع را استی نزول ای  یصعود ها بازه آن در تابع کهی هائ وبازه آورده بدست رای نسب اکسترمم نقاط ریز درتوابع-1

1)𝑦 = 𝑥3 + 3𝑥2 − 2                          2)𝑦 = 𝑥(𝑥 − 2) 

3)𝑦 = 2𝑥3 + 3𝑥2 + 1                        4)𝑦 = 𝑥3 − 3𝑥 + 5 

5)𝑦 = 𝑥3 + 𝑥                                      6)𝑦 = 𝑥4 − 2𝑥2 

7)
1

𝑥2 − 1
                                            8)𝑦 =

𝑥 − 1

2𝑥 + 1
 

 .باشد ax+b3y=x+ تابع نموداری  نسب اکسترمم A)1,5( نقطه که دیابیب چنان را a,b ریمقاد-2

 .دیآور بدست شده داده بازه در را ریز  توابع مطلق اکسترمم نقاط-3

1)𝑦 = 𝑥2 − 4𝑥                          , [0,3] 

2)𝑦 = −𝑥2 + 2𝑥 + 2               , [−1,2] 

3)𝑦 = 𝑥3 − 3𝑥2 + 1                , [1,3] 

4)𝑦 =
𝑥

𝑥 + 1
                             , [0,2] 

5)𝑦 = √1 − 𝑥2                         , [−1,1] 

6)𝑦 = 𝑥√4 − 𝑥2                      , [−2,2] 

 .دیکن نییتع را ریز توابع نمودار عطف نقطه و تقعر جهت-4

1)𝑦 = 𝑥2 + 3𝑥 − 1                                 2)𝑦 = 𝑥3 − 3𝑥2 − 4  

3)𝑦 = 𝑥4 + 𝑥2                                         4)𝑦 = 𝑥4 − 2𝑥3 + 𝑥 − 1 

5)𝑦 =
1

𝑥
                                                   6)𝑦 =

𝑥

𝑥 − 1
             

𝑦 تابع نمودار عطف نقطه   a(-1,2) نقطه که دیابیب چنان را b,aریمقاد-5 = 𝑥3 − 𝑎𝑥2 + 𝑏 باشد. 

𝑦 تابع که دیابیب راچنان   b,aریمقاد-6 = 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 در x=1  ودری  نسب اکسترممی دارا 𝑥 =
1

3
 عطف نقطه 

 . باشد داشته

  دیکن رسم را ریز توابع نمودار-7



1)𝑦 = −𝑥2 + 4𝑥 + 1                         2)𝑦 = 2𝑥2 − 4𝑥 − 1 

3)𝑦 = (𝑥 − 1)3                                  4)𝑦 = 𝑥3 − 3𝑥2 + 1 

5)𝑦 = 𝑥4 + 1                                     6)𝑦 = 𝑥4 + 4𝑥3 + 3 

7)𝑦 =
2𝑥 − 1

𝑥 + 1
                                  8)𝑦 =

1

1 − 𝑥2
 

   تالیهوپ قاعده 10-6

lim اگر
𝑥→𝑎

f(x)

g(x)
 مبهم صورت به 

°

°
 ای  

∞

∞
lim توانی م ابهام رفعی ا بر شود  

𝑥→𝑎

f′(x)

g′(x)
 .آورد بدست را 

 .دیآور بدست تالیهوب قاعده از استفاده با را ریزی حدها: 1مثال

1) lim
𝑥→4

𝑥2 − 𝑥 − 12

𝑥 − 4
                                  2) lim

𝑥→2

𝑥4 − 𝑥2 − 𝑥 − 22

𝑥2 − 4
 

3) lim
𝑥→1

𝑥 − √𝑥

𝑥 − 1
                                           4) lim

𝑥→2

𝑥 − √𝑥 + 2

𝑥 − 2
 

5) lim
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛5𝑥

2𝑥
                                             6) lim

𝑥→0

𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝑡𝑎𝑛3𝑥
 

7) lim
𝑥→0

1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑥2
   

 مبهم صورت به شده دادهی حدها همه: حل
°

°
 .باشندی م 

1) lim
𝑥→4

𝑥2 − 𝑥 − 12

𝑥 − 4
= lim

𝑥→4

2𝑥 − 1

1
= 7 

2) lim
𝑥→2

𝑥4 − 𝑥2 − 𝑥 − 10

𝑥2 − 4
= lim

𝑥→2

4𝑥3 − 2𝑥 − 1

2𝑥
=
27

4
 

3) lim
𝑥→1

𝑥 − √𝑥

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1

1 −
1

2√𝑥

1
= 1 −

1

2
=
1

2
 

4) lim
𝑥→2

𝑥 − √𝑥 + 2

𝑥 − 2
lim
𝑥→2

1 −
1

2√𝑥 + 2

1
= 1 −

1

4
=
3

4
 

5) lim
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛5𝑥

2𝑥
= lim

𝑥→0

5𝑐𝑜𝑠5𝑥

2
=
5

2
 

6) lim
x→0

sin2x

tan3x
= 
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7) lim
𝑥→0

1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑥2
= lim

𝑥→0

sin 𝑥

2𝑥
= lim

𝑥→0

𝑐𝑜𝑠𝑥

2
=
1

2
 

8) lim
𝑥→0

𝑥 − sin 𝑥 

𝑥3
= lim

𝑥→0

1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥

3𝑥2
= lim

𝑥→0

sin 𝑥

6𝑥
= lim

𝑥→0

𝑐𝑜𝑠𝑥

6
=
1

6
 

 

 دیکن محاسبه تالیهوپ قاعده از استفاده با را ریزی حدها: 2مثال

1) lim
𝑥→+∞

2x − 5

3x + 1
                                  2) lim

x→−∞

x2 + x

2x − 1
 

3) lim
𝑥→+∞

𝑥2 + 4𝑥 + 5

2𝑥3 + 𝑥2 − 1
                      4) lim

𝑥→+∞

√𝑥 + 1

𝑥 − 3
 

 مبهم صورت به شده دادهی حدها: حل
∞

∞
 . باشندی م 

1) lim
𝑥→+∞

2𝑥 − 5

3𝑥 + 1
lim
𝑥→+∞

2

3
=
2

3
 

2) lim
𝑥→−∞

𝑥2 + 𝑥

2𝑥 − 1
= lim

𝑥→−∞

2𝑥 + 1

2
=
−∞

2
= −∞ 

3) lim
𝑥→+∞

𝑥2 + 4𝑥 + 5

2𝑥3 − 𝑥2 − 1
= lim

𝑥→+∞

2𝑥 + 4

6𝑥2 + 2𝑥
= lim

𝑥→+∞

2

12𝑥 + 2
=

2

+∞
= 0 

4) lim
𝑥→+∞

√𝑥 + 1

𝑥 − 3
= lim

𝑥→+∞

1

2√𝑥 + 1

1
=

1

+∞
= 0 

  .دیکن محاسبه  تالیهوپ  قاعده از استفاده با را ریزی حدها: 3 مثال

1) lim
𝑥→0+

1

𝑥
−

1

sin 𝑥
                    2) lim

𝑥→1+

1

𝑥2 − 1
−

1

𝑥 − 1
 

∞ مبهم صورت به شده دادهی  حدها:  حل  مبهم صورت به کردن ساده با که باشندی م∞−
°

°
 با توانی م و شوندی م لیتبد  

 . کرد حل را آنها تالیهوپ قاعده

1) lim
𝑥→0+

1

𝑥
−

1

sin 𝑥

= lim
𝑥→0+

sin 𝑥 

𝑥 sin 𝑥 
= lim

𝑥→0+

𝑐𝑜𝑠𝑥 − 1

sin 𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥
= lim

𝑥→0+

−sin 𝑥 

𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑥 sin 𝑥 
=
0

2
= 0 

2) lim
𝑥→1+

1

𝑥2 − 1
−

1

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1+

𝑥 − 1 − 𝑥2 + 1

𝑥2 − 1
= lim

𝑥→1+

𝑥 − 𝑥2

𝑥2 − 1
= lim

𝑥→1+

1 − 2𝑥

2𝑥
=
−1

2
 

 



  .دیکن محاسبه تالیهوپ قاعده با را ریزی حدها: 4مثال

1) lim
𝑥→0

𝑥 cot 𝑥                                  2) lim
𝑥→

𝑥
2

tan 𝑥 tan 2𝑥  

𝑜 مبهم صورت به شده دادهی  حدها: حل ×  صورت به کردن ساده با که باشندی م ∞
°

°
 قاعده با توانی م و شوندی م لیتبد  

 .کرد حل را آنها تالیهوپ

1) lim
𝑥→0

𝑥 cot 𝑥 = lim
𝑥→0

𝑥

tan 𝑥
= lim

𝑥→0

1

1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥
=
1

1
= 1 

2) lim
𝑥→

𝜋
2

tan 𝑥 tan 2𝑥 = lim
𝑥→

𝜋
2

tan 2𝑥

tan 𝑥
= lim

𝑥→
𝜋
2

2(1 + 𝑡𝑎𝑛22𝑥)

1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥
=
2

1
= 2 

  .دیکن محاسبه تالیهوپ قاعده با را ریزی حدها: 4مثال

1- 

 

 

 

 

 

2- 
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 .دیآور بدست تالیهوپ قاعده از استفاده با را ریزی حدها-1

1) lim
𝑥→1

2𝑥3 + 𝑥2 − 3

𝑥2 − 𝑥
                       2) lim

𝑥→3

𝑥 − 3

√𝑥 + 6 − 3
 

3) lim
𝑥→

𝜋
4

sin 𝑥 − cot 𝑥

2 sin 𝑥2 − 1
                      4) lim

𝑥→0

𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛5𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑠𝑖𝑛3𝑥
 

5) lim
𝑥→0

cos3𝑥 − cos𝑥

𝑐𝑜𝑠3𝑥 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥
                   6) lim

𝑥→+∞

𝑥2 + 1

2𝑥2 − 3
 

7) lim
𝑥→+∞

𝑥 sin
1

𝑥
                               8)  lim

𝑥→1
(𝑥 − 1)tan (

𝜋

2
𝑥) 

9) lim
𝑥→0

𝑥 cot 3𝑥                                10) lim
𝑥→

𝜋+

2

1

cos𝑥
− tan 𝑥  

 

 

 

 یساز نهیبه در مشتق کاربرد 10-7

 اکسترمم نقاط و کرده استفاده مشتق از میکن دایپ میبخواه را ریمتغ کی مقدار نیکمتر ای نیشتریب کردن دایپ کهی مسائل در

 .میآوری م بدست را مطلق

 که دیابیبی طور را نیزم نیا ابعاد میکنی کش  حصار را  2m400 مساحت  به شکل  لیمستط نیزم کی میخواهی م: 1مثال

  .شود مقدار نیکمتری کش حصار نهیهز

,𝑥 را نیزم عرض و طول: حل 𝑦  را آن طیمح و 𝑝 پس میکنی م فرض: 

𝑥𝑦 = 400 → 𝑦 =
400

𝑥
 

𝑝 = 𝑥 + 𝑦  → 𝑝(𝑥) = 𝑥 +
400

𝑥
 

𝑥 > 0 → 𝐷𝑝 = (0, +∞) 

 :  میآوری م بدست را مطلق  ممینیم شده داده دامنه با 𝑝 (x) تابعی برا اکنون 



𝑝′(𝑥) = 1 +
−400

𝑥2
, 𝑝′(𝑥) = 0 → 1 −

400

𝑥2
= 0 → 𝑥2 = 400 

 . دارد را نهیهز نیکمتری کش حصار شود انتخاب y=20,x=20 اگر نیبنابرا 

 دارند؟  A( 0,2) نقطه رااز فاصله نیکمتر 2y=xی منحن ازی نقاط چه: 2مثال

 :پس میدهی م شینما  d با را b,a نقطه دو فاصله   ، دارد A از را فاصله نیکمتر  B(x,y) نقطه دیکن فرض: حل

 

𝑑 = √(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 2)2 

 : پس داد قرار  y آنی مساو 2xی جا به رابطه در توانی م پس دارد قرار 2y=xی منحنی رو x,y نقطه چون 

𝑑(𝑦) = √𝑦 + (𝑦 − 2)2     . 𝐷 = [0,+∞) 

𝑑′(𝑦) =
1 + 2𝑦 − 4

2√𝑦 + (𝑦 − 2)2
= 0 → 𝑦 =

3

2
 

y = x2 →
3

2
= x2 → x = ±√

3

2
 

) نقطه دو  نیبنابرا
√3

2
,
3

2
√−) و (

3

2
,
3

2
                                                  .دارند A نقطه از را فاصله نیکمتر( 

می خواهیم مخزنی استوانه ای شکل با ضخامت معین بسازیم، به طوری که متر مربع  600با ورقی به مساحت :  3مثال

 بیشترین گنجایش ممکن را داشته باشد ارتفاع مخزن را بر حسب شعاع آن بیابید.
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 ممکن مقدار نیشتریب آن  حاصلضرب که دیابیب چنان را عدد دو باشدی م 10برابر مثبتی قیحق عدد دو مجموع -1

 . باشد

𝑦 معادله به رهیدا مینی رو آن راس دو و ها x محوری روی لیمستط ضلع کی -2 = √4 − 𝑥2 نیا ابعاد دارد قرار 

 . باشد ممکن مقدار نیشتریب  لیمستط مساحت که دیکن انتخاب چنان را لیمستط

 

 نیا گوشه چهار از مربع چهار.  میبساز باز در جعبه کی 12cm ضلع به  شکل مربعی مقوا کی از  میخواهی م  -3

  حجم تا میکن انتخاب cmچند را اطرافی ها مربع  ضلع  شود ساخته جعبه تا میکنی م تا را آن اطراف دهیبر مربع

 . شود مقدار نیشتریب جعبه

 



 

 دهمیاز فصل

 

 

 انتگرال و لیفرانسید

 

  لیفرانسیودی بیتقر مقدار11-1

 : میداد نشان قبل فصل در باشد ریپذ مشتق xی گیهمسا در y=f(x) تابع اگر

𝑓′(𝑥) = lim
∆→0

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)

∆𝑥
 

 : گرفت نظر در را ریز  بیتقر توانی م باشدی کوچک مقدار 𝑥∆اگر حال  

𝑓′(𝑥)~
𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)

∆𝑥
→ 𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)~𝑓′(𝑥)∆𝑥 

𝑓(𝑥ی بیتقر مقدار نیبنابرا  + ∆𝑥)  کرد محاسبه ریز رابطه از توانی م را: 

𝑓(𝑥 + ∆𝑥)~𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥)∆𝑥 

 .دیابیب را 17√ی بیتقر مقدار: 1مثال

𝑓(𝑥) تابع در: حل = √𝑥 میدار 𝑓′(𝑥) =
1

2√𝑥
𝑥∆ 1دادن قرار با   = 

, 𝑥 =  :  میدار بیتقر فرمول در 1

𝑓(𝑥 + ∆𝑥)~𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥)∆𝑥 

√17 = f(16 + 1)~f(16) + f ′(16)(1) = √16 +
1

2√16
= 4 +

1

8
= 4/125 

 .دیابیب را 24√ی بیتقر مقدار: 2مثال

𝑓(𝑥) تابع در: حل = √𝑥 میدار 𝑓′(𝑥) =
1

2√𝑥
𝑥∆ 1-دادن قرار با   = 

, 𝑥 =  :  میدار بیتقر فرمول در 25
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𝑓(𝑥 + ∆𝑥)~𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥)∆𝑥 

√24 = f(24 − 1)~f(25) + f ′(25)(−1) = √25 −
1

2√25
= 5 −

1

10
= 4/9 

 

 . دیکن محاسبه را sin29°ی بیتقر مقدار: 3مثال

 : حل

𝑓(𝑥) = sin 𝑥 → 𝑓′(𝑥) = cos 𝑥  

𝑥 = 30° =
𝜋

6
                 ∆𝑥 = −1° = −

𝜋

180
 رادیان

𝑓(𝑥 + ∆𝑥)~𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥)∆𝑥 

sin 29 = sin(30 − 1)~ sin 30 + 𝑐𝑜𝑠30(−1) 

=
1

2
+
√3

2
(−

π

180
) = 0/485 

 

 :  4مثال

 

 

 

 

 

 

  لیفرانسید

f  رابطه به باتوجه ′(x) =
dy

dx
 که مینامی م f تابع لیفرانسید را عبارت نیا گرفت جهینت را f'(x) dx  dy= رابطه توانی م 

𝑑𝑦   , ∆𝑥 = 𝑑𝑥 بایتقر ∆𝑦 باشدی م . 

 . دیکن محاسبه را ریز توابع لیفرانسید: 3مثال

1)𝑦 = 𝑥3 + 2𝑥                        2)𝑦 = √𝑥 



3)𝑦 = sin 2𝑥                            4)𝑦 =
𝑥

𝑥 + 1
 

 :حل

1)𝑦 = 𝑥3 + 2𝑥 → 𝑑𝑦 = (3𝑥2 + 2)𝑑𝑥 

2 )𝑦 = √𝑥 → 𝑑𝑦 =
1

2√𝑥
𝑑𝑥         

3)𝑦 = sin 2𝑥 → 𝑑𝑦 = 2 cos 2𝑥 𝑑𝑥  

4)𝑦 =
𝑥

𝑥 + 1
→ 𝑑𝑦 =

−1

(𝑥 + 1)2
𝑑𝑥  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒇(𝒙): برای تابع   4مثال = 𝒔𝒊𝒏𝒙     .چند جمله ای مک لورن درجه پنجم را بیابید 

 حل:
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𝒇(𝒙): برای تابع   4مثال = 𝒍𝒏 𝒙    حول𝒙 = 𝒄   م را بیابید.تیلور درجه سوم چند جمله ای 
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 . دیکن محاسبه شده داده 𝑥∆ و 𝑥 یازا به را ریز توابعی  بیتقر مقدار لیفرانسید از استفاده با-1

1)𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥                 𝑥 = 2      , ∆𝑥 = 0/1 

2)𝑓(𝑥) = √𝑥 + 1                𝑥 = 3      , ∆𝑥 = −0/1 

3)𝑓(𝑥) =
𝑥 + 1

𝑥2 + 1
                𝑥 = 1       , ∆𝑥 = 0/01 

4)𝑓(𝑥) = cos 𝑥                   𝑥 =
𝜋

3
          , ∆𝑥 =

𝜋

180
 

  .دیابیب را عبارت هری بیتقر مقدار لیفرانسید از استفاده با-2

1)√24                             2)√29
3  

3) cos31                        4)(1/1)10 

 . دیابیب را ریز توابع لیفرانسید-3

1)𝑦 = (𝑥2 + 1)5                             2)𝑦 =
𝑥2 − 𝑥

𝑥 + 3
 

3)𝑦 = 𝑥√𝑥 − 1                               4)𝑦 = 𝑠𝑖𝑛2√𝑥 

5)𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 + cos 𝑥                      6)𝑦 = √tan 𝑥  

7)𝑦 = √𝑥2 + 3𝑥
3

                           8)𝑦 = 𝑥2 sin 𝑥  

9)𝑦 = cot 𝑥2                                10)𝑦 = √
1

𝑥
 

 

  نینامع  انتگرال 11-2 

 کند صدق f'(x)=f(x) شرط در که f(x) مانندی تابع هر باشد تابع کی f(x) اگری عنی مینامی م انتگرال را  مشتق عمل عکس

∫ نماد با و میگوئی م f(x) هیاول تابع ای نینامع انتگرال کی 𝑓(𝑥)𝑑𝑥میدهی م شینما.  

∫ حاصل: 1 مثال 2𝑥𝑑𝑥 دیابیب را . 

 : پس باشدی م x2برابر 𝑐+2f(x)=x  تابع  مشتق باشدی دلخواه عدد 𝑐 اگر: حل 
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∫2𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥2 + 𝑐 

 

  نینامعی ریگ انتگرال قواعد 

1)∫𝑥𝑛𝑑𝑥 =
1

𝑛 + 1
𝑥𝑛+1 + 𝑐                (𝑛 ≠ −1) 

2)∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝐿𝑛|𝑥| + 𝑐 

 3) ∫ 𝑎𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑎 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥              (𝑎𝜖𝑅) 

4)∫(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥 

 . دیکن محاسبه  را ریزی ها انتگرال: 1مثال

1)∫𝑥3𝑑𝑥                                       2)∫ √𝑥  𝑑𝑥 

3)∫
2

𝑥2
 𝑑𝑥                                     4)∫(𝑡2 − 𝑡)𝑑𝑡 

5)∫(√𝑢
3

−
1

√𝑢
) 𝑑𝑥                     6) ∫

1 − 𝑥2

𝑥5
𝑑𝑥 

 : حل

1)∫𝑥3𝑑𝑥 =
1

4
𝑥4 + 𝑐 

2)∫√𝑥𝑑𝑥 = ∫ 𝑥
1
2𝑑𝑥 =

1

3
2

𝑥
3
2 + 𝑐 =

2

3
√𝑥3 + 𝑐 

3)∫
2

𝑥2
𝑑𝑥 = 2∫𝑥−2𝑑𝑥 =

2

−1
𝑥−1 + 𝑥 = −

2

𝑥
+ 𝑐 

4)∫(𝑡2 − 𝑡)𝑑𝑡 = ∫𝑡2𝑑𝑡 − ∫ 𝑡𝑑𝑡 =
1

3
𝑡3 −

1

2
𝑡2 + 𝑐 

5) ∫ (√𝑢
3

−
1

√𝑢
)𝑑𝑢 = ∫ (𝑢

1

3 − 𝑢−
1

2) 𝑑𝑥 =
1
4

3

𝑢
4

3 −
1
1

2

𝑢
1

2 + 𝑐 =
3

4
√𝑢4
3

− 2√𝑢 + 𝑐  

6)∫
1 − 𝑥2

𝑥5
𝑑𝑥 = ∫(

1

𝑥5
−
𝑥2

𝑥5
)𝑑𝑥 = ∫(𝑥−5 − 𝑥−3)𝑑𝑥 



       =
1

−4
x−4 −

1

−2
x−2 + c =

−1

4x4
+

1

2x2
+ c 

 

  ریمتغ رییتغ روش

 از استفاده انتگرال محاسبهی روشها ازی کی کرد استفاده توانی نم شده انیب قواعد از انتگرال محاسبهی برا موارد ازی بعض در

 . باشدی م ریمتغ رییتغ

 .دیکن محاسبه را ریزی ها انتگرال: 3مثال 

1)∫2𝑥(𝑥2 − 5)10𝑑𝑥                                2) ∫
𝑥𝑑𝑥

√2𝑥2 + 1
 

3)∫𝑥√𝑥 + 5𝑑𝑥                                       4)∫

√1 +
1
𝑥

𝑥2
𝑑𝑥 

 : حل

1)𝑢 = 𝑥2 − 5 → 𝑑𝑢 = 2𝑥 𝑑𝑥 

∫2𝑥(𝑥2 − 5)10𝑑𝑥     = ∫ 𝑢10𝑑𝑢 =
1

11
𝑢11 + 𝑐 =

1

11
(𝑥2 − 5)11 + 𝑐 

2)       𝑢 = 2𝑥2 + 1 → 𝑑𝑢 = 4𝑥𝑑𝑥 →
1

4
𝑑𝑢 = 𝑥𝑑𝑥 

∫
𝑥𝑑𝑥

√2𝑥2+1
= ∫

1

4
𝑑𝑢

√𝑢
= ∫

1

4
𝑢
1

2𝑑𝑢 =
1

4
1

2

𝑢
1

2 + 𝑐 =
1

2
√𝑢 + 𝑐 =

1

2
√2𝑥2 + 1 + 𝑐   

3)𝑢 = 𝑥 + 5 → 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥, 𝑥 = 𝑢 − 5           

∫𝑥√𝑥 + 5𝑑𝑥 = ∫(𝑢 − 5)√𝑢 = ∫(𝑢 − 5)𝑢
1
2𝑑𝑢 

= ∫ (u
3
2 − 5u

1
2) dx =

1

5
2

u
5
2 −

5

3
2

u
3
2 + c 

=
2

5
√𝑢5 −

10

3
√u3 + c =

2

5
√(x + 5)5 −

10

3
√(x + 5)3 + c 

4)𝑈 = 1 +
1

𝑥
→ 𝑑𝑢 =

−1

𝑥2
𝑑𝑥 → −𝑑𝑢 =

𝑑𝑥

𝑥2
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∫

√1 +
1
𝑥

𝑥2
𝑑𝑥 = ∫√𝑢(−𝑑𝑢) = −∫𝑢

1
2𝑑𝑢 = −

1

3
2

𝑢
3
2 + 𝑐 

= −
2

3
√u3 + c = −

2

3
√(1 +

1

x
)2 + c 

 گیریدیگر انتگرالی فرمولها 

                                       ∫ sin 𝑎𝑥𝑑 𝑥 = −
1

𝑎
cos 𝑎𝑥 + 𝑐 

                                      ∫ cos 𝑎𝑥𝑑 𝑥 =
1

𝑎
sin𝑎𝑥 + 𝑐 

                                     ∫(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑎𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝑎
tan 𝑎𝑥 + 𝑐 

                                     ∫(1 + 𝑐𝑜𝑡2𝑎𝑥)𝑑𝑥 = −
1

𝑎
cot 𝑎𝑥 + 𝑐 

      ∫
1

√𝑎2−𝑥2
 dx = sin−1

𝑥

a
+ c 

      ∫
1

a2+x2
 dx =

1

a
tan−1

x

a
+c 

      ∫𝑒𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝑎
𝑒𝑎𝑥 + 𝑐 

 

 . دیکن محاسبه را ریزی انتگرالها: 4مثال 

1)∫(sin 5x + cos2x)dx                                2)∫ 2x sin(x2 + 1) dx 

3)∫3𝑥2  sin 𝑥3  cos4 𝑥3   𝑑𝑥                        4) ∫
1 + 𝑡𝑎𝑛2√𝑥

√𝑥
𝑑𝑥 

5)∫
1

√4 − 𝑥2
𝑑𝑥                                                6) ∫𝑒2𝑥𝑑𝑥 

 



 :حل

1)∫(sin 5𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 )𝑑𝑥 = −
1

5
cos5𝑥 +

1

2
sin 2𝑥 + 𝑐 

 

2)𝑢 = 𝑥2 + 1 → 𝑑𝑢 = 2𝑥 𝑑𝑥 

∫2𝑥 sin(𝑥2 + 1)𝑑𝑥 = ∫sin 𝑢 𝑑𝑢 = − cos𝑢 + 𝑐 = − cos(𝑥2 + 1) + 𝑐 

3) 𝑢 = 𝑐𝑜𝑠𝑥3 → 𝑑𝑢 = −3𝑥2 sin 𝑥3 

    ∫ 3𝑥2 sin 𝑥3 𝑐𝑜𝑠4 𝑥3 𝑑𝑥 = ∫−𝑢4 𝑑𝑢 = −
1

5
𝑢5 + 𝑐 = −

1

5
𝑐𝑜𝑠5 + 𝑐 = −

1

5
𝑐𝑜𝑠5𝑥3 + 𝑐  

4)     𝑢 = √𝑥 → 𝑑𝑢 =
1

2√𝑥
𝑑𝑥 → 2𝑑𝑢 =

𝑑𝑥

√𝑥
 

∫
1 + 𝑡𝑎𝑛2√𝑥

√𝑥
𝑑𝑥 = ∫2(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑢)𝑑𝑢 = 2 tan 𝑢 + 𝐶 = 2𝑡𝑎𝑛√𝑥 + 𝑐 

5)∫
1

√4 − 𝑥2
𝑑𝑥   = sin−1

𝑥

2
+ 𝑐 

6)∫𝑒2𝑥𝑑𝑥 =
1

2
𝑒2𝑥 + 𝑐 

 

 انتگرالگیری به روش جزء به جزء

𝒅(𝒖𝒗)    ازدو طرف رابطه انتگرالگیریبا  = 𝒖𝒅𝒗 − 𝒗𝒅𝒖  :میتوان رابطه زیررابدست آورد 

∫𝒅(𝒖𝒗) = ∫𝒖𝒅𝒗 − ∫𝒗𝒅𝒖 →   ∫𝒖𝒅𝒗 = 𝒖𝒗 −∫𝒗𝒅𝒖  

 

 . دیکن محاسبه را ریزی انتگرالها: 5مثال

1) ∫ 𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥              2) ∫ 𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥            

 حل:
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1) 𝑢 = 𝑥           𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 → 𝑣 = 𝑒𝑥  

∫𝒖𝒅𝒗 = 𝒖𝒗 − ∫𝒗𝒅𝒖 → ∫ 𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 − ∫𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥     

  

  2)𝑢 = 𝑥          𝑑𝑣 =   sin 𝑥 𝑑𝑥   → 𝑣 = −cos 𝑥                   

   ∫𝒖𝒅𝒗 = 𝒖𝒗 −∫ 𝒗𝒅𝒖 →  ∫ 𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 = −𝑥 cos𝑥 − ∫−cos 𝑥 𝑑𝑥      

 

 

                        = −𝑥 cos𝑥 + sin 𝑥 

 

 

 

 

 

 . دیکن محاسبه را ریزی انتگرالها: 6مثال

1- 

 حل:

 

 

2- 

 حل:

 

 

3- 

 



  حل:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 . دیکن محاسبه را ریزی انتگرالها: 7مثال

1- 

 حل:

 

 

 

2- 

 

 حل:
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 . دیکن محاسبه را ریزی انتگرالها: 6مثال

1- 



 

 

 

2- 

 

 حل:

 

 

3- 

 

 حل:

 

 

4- 

 

 

 حل:

 

 

 

 

5- 
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 حل:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6- 

 

 حل:

 

 

 

 

 

7- 

 



 

 

 

 

 

 

 

8- 

 حل:

 

 

 

 

9- 

 حل:
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10- 

 حل:

 

 

 

 

 

 

 

 

11- 

 

 حل:

 

 

 

 

 

 

12- 



 حل:

 

 

 

 

 

 

 

13- 

 

 حل:
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 118ديفرانسيل وانتگرال 

 2-1نیتمر

 . دیکن محاسبه را ریزهای  انتگرال(1

1)∫(2𝑥5 − 3𝑥 + 1)𝑑𝑥                    2)∫(3𝑥4 − 7𝑥2 + 𝑥)𝑑𝑥 

3)∫(
2

𝑥3
+ √𝑥 + 3) 𝑑𝑥                   4)∫ (

2𝑥5 − 𝑥3 + 1

𝑥2
)𝑑𝑥 

5)∫(
3𝑥2 − 𝑥 + 4

√𝑥
) 𝑑𝑥                   6)∫ (2√𝑥

3
−
1

𝑥3
) 𝑑𝑥 

7)∫√2𝑥 − 5𝑑𝑥                               8) ∫
3

√2𝑥 + 1
𝑑𝑥 

9)∫ √3𝑥 + 7
3

𝑑𝑥                              10)∫ 𝑥2√𝑥3+ 4𝑑𝑥  

11)∫ 2x3√x4 − 1dx                      12)∫(2x + 1)√x2 + x  d𝑥  

13) ∫ 𝑥2(𝑥3 + 4)7𝑑𝑥                      14) ∫
𝑥

√𝑥2−1
𝑑𝑥  

15)∫ 𝑥 cos 𝑥2  𝑑𝑥                          16)∫ 𝑥 cos 𝑥2   𝑠𝑖𝑛3 𝑥2 𝑑𝑥 

 17) ∫
sin𝑥 

√1+cos𝑥
𝑑𝑥                              18) ∫ 𝑡𝑎𝑛2𝑥 𝑑𝑥 

19)∫
𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥
                                      20)∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑑𝑥 

21)∫ 𝑐𝑜𝑠3𝑥 𝑑𝑥                                22)∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑑𝑥  

23)∫ 𝑥𝑒−𝑥𝑑𝑥                                  24)∫𝑒𝑥  sin 𝑥𝑑𝑥                      

25)∫ sin−1 𝑥 𝑑𝑥                             26)∫ tan−1 𝑥 𝑑𝑥   

27)∫
2𝑥 − 1

𝑥2 − 4
 𝑑𝑥                             28)∫

1

9𝑥2 + 4
 𝑑𝑥   

29)∫
𝑥2 + 2

√𝑥 − 5
𝑑𝑥                             30)∫

4𝑥 − 2

√𝑥2 − 1
𝑑𝑥 

31)∫
2𝑡𝑎√𝑥

√𝑥
𝑑𝑥                             30)∫

4𝑥 + 2

𝑥 − 1
𝑑𝑥 



31)∫
√𝑙𝑛𝑥

𝑥
𝑑𝑥                                  32) ∫

𝑥2 − 5𝑥 + 1

𝑥 + 2
𝑑𝑥 

33)∫√4− 𝑥2𝑑𝑥                              34) ∫
4𝑥 + 2

(2𝑥 − 1)(𝑥2+ 4)
𝑑𝑥 

35)∫ 𝑥√2𝑥 − 5𝑑𝑥                            36)∫
3

√𝑥 + 1
𝑑𝑥 

37)∫ 𝑠𝑖𝑛3𝑥𝑐𝑜𝑠3𝑥 𝑑𝑥                         3 8) ∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠4𝑥𝑑𝑥 

 

 

 

 

 

 

  نیمع انتگرال 11-3

 :  آنگاه باشد [a,b] بازه در𝑓(𝑥) تابع هیاول تابع کی𝐹(𝑥) اگر

∫ f(x)dx = F(b) − F(a)
𝑏

a

 

∫حاصل:1مثال  (2x + 1)dx
2

1
  .دیکن محاسبه را 

 :پس باشدی م =1x+2f(x) هیاول تابع کی x2f(x)=x+: حل

∫ (2x + 1)dx = x2 + x |
2
1
= (4 + 2) − (1 + 1) = 4

2

1

 

 

  نیمع انتگرال خواص 

 : آنگاه باشد ریپذ انتگرال [a,b] بازه در 𝑓(𝑥) تابع اگر

1)∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0
𝑎

−𝑎
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2)∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑏

𝑏

𝑎

 

3)∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑑(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑐

𝑐

𝑎

𝑏

𝑎

 

 .دیابیب را ریزی انتگرالها حاصل: 2مثال 

1)∫ |𝑥 − 1|𝑑𝑥                           2) ∫ 𝑥[𝑥]𝑑𝑥
3

0

2

0

 

 : حل

1)∫ |𝑥 − 1|𝑑𝑥 = ∫ |𝑥 − 1|𝑑𝑥 + ∫ |𝑥 − 1|𝑑𝑥
2

1

1

0

2

0

 

= ∫ (−x + 1)dx + ∫ (x − 1)dx = (−
1

2
x2 + x) |0

1 + (
1

2
x2 − x)|1

2
2

1

1

0

 

= (−
1

2
+ 1) − 0 + (2 − 2) − (

1

2
− 1) = 1 

2)∫ 𝑥[𝑥]𝑑𝑥 = ∫ 𝑥[𝑥]𝑑𝑥 + ∫ 𝑥[𝑥]𝑑𝑥 + ∫ 𝑥[𝑥]𝑑𝑥
3

2

2

1

1

0

3

0

 

= ∫ 0dx + ∫ xdx + ∫ 2xdx = 0 + (
1

2
x2) |

2
1
+ (x2) |

3
2
= (2 −

1

2
) + (9 − 4) =

11

2

3

2

2

1

1

0
  

 

  انتگرال ازی ریگ مشتق

 :  گرفت جهینت را ریز فرمول توانی م نیمع انتگرال فیتعر به باتوجه

𝑑

dx
∫ f(t)dt =

dv

dx
f(v(x)) −

du

dx
f(u(x))

v(x)

𝑢(𝑥)

 

 . دیکن محاسبه را رایزی ها مشتق: 3مثال 

1)
𝑑

𝑑𝑥
∫ √2+ 𝑡3𝑑𝑡                      2)

𝑑

𝑑𝑥
∫

1

𝑡2 + 1
𝑑𝑡

cos𝑥

sin𝑥 

𝑥1

1

 

1)
𝑑

𝑑𝑥
∫ √2 + 𝑡3𝑑𝑡 = 2𝑥√2 + 𝑥6 − 0√2 + 1 = 2𝑥√2 + 𝑥6
𝑥2

1

 

2)
𝑑

𝑑𝑥
∫

1

𝑡2+1
𝑑𝑡 = (− sin 𝑥 )

1

𝑐𝑜𝑠2𝑥+1
− (cos𝑥)

1

𝑠𝑖𝑛2𝑥+1

cos𝑥

sin𝑥
  



 

 3-1 نیتمر

  دیکن محاسبه را ریزی انتگرالها

1)∫ (𝑥2 − 2𝑥 + 3)𝑑𝑥                            2)∫ √𝑥 + 1
1

−1

𝑑𝑥
3

1

 

3)∫
𝑥2 − 1

√𝑥
𝑑𝑥                                        4) ∫ (sin 𝑥 + cos𝑥 )𝑑𝑥

𝜋
2

0

2

1

 

5)∫
𝑥

𝑥2 + 2
𝑑𝑥                                      6)∫ 𝑥|𝑥|𝑑𝑥

2

−1

0

−1

 

7)∫ 𝑥2[𝑥]𝑑𝑥                                        8)∫ 𝑥[𝑥] 𝑑𝑥
2

0

3

1

 

9)∫ |𝑥 + 1|𝑑𝑥                                   10) ∫ 𝑥√𝑥2 + 1𝑑𝑥
1

0

2

1

 

11)∫ 𝑡𝑎𝑛2𝑥 𝑑𝑥                                12)∫ 𝑥(1 + 𝑥2)3𝑑𝑥
1

−1

0

𝜋
4

 

13)∫ sin 𝑥 (1 + cos𝑥)2𝑑𝑥           14) ∫ |𝑥|√𝑥2 − 1𝑑𝑥
2

1

𝜋

0

 

 ریز درتوابع-2
𝑑𝑦

dx
 .دیآور بدست را 

1)𝑦 = ∫ (𝑡2 + √𝑡)𝑑𝑡                     2)𝑦 = ∫
𝑡

1 + 𝑡3
𝑑𝑡

√𝑥

𝑥

𝑥

2

 

3)𝑦 = ∫ √1 + 𝑡2𝑑𝑡                 4)𝑦 = ∫
𝑑𝑡

1 + √𝑡

2

𝑥3

sin𝑥 

1

 

5)𝑦 = 𝑥∫
𝑑𝑡

2𝑡 + 5
                       6)𝑦 = 𝑥2∫ (

1

𝑡2 + 𝑡
)3𝑑𝑡

𝑒𝑥

𝑥

𝑥

𝐿𝑛𝑥

 

 

 .  دیکن محاسبه تالیهوپ قاعده از استفاده با را ریزی حدها-3

1) lim
𝑥→

𝜋
4

∫
𝑑𝑡

𝑡2 − 1
𝑐𝑜𝑠

sin𝑥

𝑥 −
𝜋
4

                   2) lim
𝑥→

𝜋
6

∫ (𝑡 + 1)𝑑𝑡
tan𝑥 

√3

1 − 2 cos𝑥 
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 طول و حجم ، مساحت محاسبه11-4

  .باشدی م توابعی منحن طول و حجم ، مساحت محاسبه انتگرالی کاربردها نیمهمتر ازی کی

  ها x محور وی منحن نیب محصور سطح

ی کیها x محور و x=b,x=a خطوط و f(x) نمودار نیب محصور سطح محاسبهی  برا باشد وستهیپ [a,b] بازه در f(x) تابع اگر

 :  میدار را ریز حالات از

 : صورت نیدرا باشد ها x محوری بالا نمودار اگر-1

 

𝑆 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 :  صورت نیدرا باشد ها x محور ریز نمودار اگر-2

 

𝑠 = −∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 : صورت نیدرا باشد ها x محور  ریزی قسمت و بالا نمودار ازی قسمت اگر-3



 

𝑆 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑐

𝑐

𝑎

 

 . دیکن محاسبه را x=3,x=1 خطوط و ها xمحور و y=x+1ی منحن نیب محصور سطح: 1مثال

 : حل

𝑠 = ∫ (𝑥 + 1)𝑑𝑥 =
1

2
𝑥2 +

3

1

x |
3
1
= (

9

2
+ 3) − (

1

2
+ 1) = 6 

𝑦ی منحن نیب محصور سطح: 2 مثال = 𝑥2 −   .دیابیب را ها x محور و 1

 : حل

 

𝑦 = 0 → 𝑥2 − 1 = 0 → 𝑥2 = 1 → 𝑥 = ±1 

𝑠 = −∫ (𝑥2 − 1)𝑑𝑥 = − [
1

3
 𝑥3 − 𝑥]

−1

1

= −(
1

3
− 1) + (−

1

3
+ 1) =

4

3

1

−1

 

𝑦ی منحن نیب محصور سطح: 3مثال = 𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥 محور و x دیابیب را ها . 

 :حل
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𝑦 = 0 → 𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥 = 0 → 𝑥(𝑥 + 2)(𝑥 − 1) = 0 → 𝑥 = 0,−2,1 

𝑠 = ∫ (𝑥3+ 𝑥2 − 2𝑥) − ∫ (𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥)𝑑𝑥
1

0

0

−2

 

=
1

4
x4 +

1

3
x3 − 2x2 |

0
−2

+ [
1

4
x4 +

1

3
x3 − 2x2]|

0

1

=
97

12
 

  .دیابیب را x=2π و x=0 خطوط و ها x محور و  y=sin xی منحن نیب محصور سطح: 4مثال

 : حل

 

𝑠 = ∫ sin 𝑥 𝑑𝑥 − ∫ sin 𝑥 𝑑𝑥
2𝜋

𝜋

𝜋

0

 

= [− cos𝑥]0
π + [cos x]π

2π = 2 + 2 = 4 

 ی منحن دو نیب محصور سطح 

 برابر بازه نیدرای منحن دو نیب محصور سطح صورت نیدرا باشد  y=g(x)ی منحن از بالاتر [a,b] بازه در y=f(x) نمودار اگر

 : با است

𝑠 = ∫ (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥))𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 



 

 معادله c کردن دایپی برا) کنند قطع ریز شکل مانند  c نقطه در را گریکدی [a,b]بازه در g(x),f(x)ی منحن دو نمودار اگر

f(x)=g(x) صورت نیدرا(  میکنی م حل را : 

𝑠 = ∫ (𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥))𝑑𝑥
𝑏 

𝑐

𝑐

𝑎

 

 

  دیابیب را =y=x2x-2y,2ی منحن دو نیب محصور سطح: 5مثال

  :میآوری م بدست رای منحن دوی تلاق محل ابتدا: حل

𝑥2 = 2 − x2 → 2x2 = 2 → x2 = 1 → x = ±1 

 

𝑠 = ∫ ((1 − 𝑥2) − 𝑥2)𝑑𝑥
1

−1
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∫ (1 − 2x2)dx = x −
2

3
x3 |

1
−1

=
2

3

1

−1

 

 . دیابیب را =2x و =0x خطوط و =x3y-2 و 2y=x نمودار دو نیب مساحت: 6مثال

𝑥2 = 3x − 2 → x2 − 3x + 2 = 0 → (x − 1)(x − 2) = 0 → 

 x = 1, x = 2         

𝑠 = ∫ (𝑥2 − (3𝑥 − 1))𝑑𝑥 − ∫ (3𝑥 − 1 − 𝑥2)𝑑𝑥 = [
1

3
𝑥3 −

3

2
𝑥2 + 𝑥]

1

22

1

  
1

0

 

= (
1

3
−
3

2
+ 1) − 0 + (6 − 2 −

8

3
) − (

3

2
− 1 −

1

3
) = 1 

 مانند رای منحن دو نیب محصور سطح توانی م y,x  کردن عوض با باشند x=g(y) و x=f(y) صورت به روابط اگر:  توجه

 .کرد محاسبه قبل حالت

 

𝑥ی منحن دو نیب محصور سطح: 7مثال = 2 − 𝑦2 , 𝑥 = 𝑦2 دیابیب را.  

𝑦 توابع میکن عوضی منحن دو در را y,xی جا اگر: حل = 2 − 𝑥2, 𝑦 = 𝑥2  ی م لیتبد 5مثال به مسئله و دیآی م بدست

ی منحن دو نیب محصور سطح نیبنابرا شود
2

3
  .باشدی م  

  ها x محور حولی منحن دوران از حاصل  حجم

 محصور سطح دوران از حاصل حجم صورت نیدرا میده دوران ها x محور حول را [a,b] بازه در y=f(x) وستهیپی منحن اگر

 :  شودی م محاسبه ریز رابطه از y=0 و x=b و x=aخطوط و y=f(x)نمودار نیب

𝑉 = 𝜋∫ 𝑦2𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 

 .دیابیب ها x  محور حول را =0y و =x=1x,0خطوط و 2y=xی منحن نیب محصور سطح  دوران از حاصل حجم: 8مثال



 

 : حل 

𝑉 = 𝜋∫ 𝑦2𝑑𝑥 = 𝜋∫ (𝑥2)2𝑑𝑥 = 𝜋∫ 𝑥4𝑑𝑥 = 𝜋 [
1

5
𝑥5]

0

1

=
𝜋

5

1

0

1

0

1

0

 

 

𝑥 نیب محصور سطح دوران از حاصل حجم: 9 مثال  = 𝜋 , 𝑥 = 0 , 𝑦 = sin 𝑥  

𝑦 =  . دیابیب ها x محور حول را ,0

 : حل

 

𝑉 = 𝜋 ∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑑𝑥 = 𝜋 ∫
1−𝑐𝑜𝑠2𝑥

2
𝑑𝑥 =

𝜋

2
[𝑥 −

1

2
sin 2𝑥]

0

𝜋
=

𝜋2

2

𝜋

0

𝜋

0
  

 

  ریز  فرمول از ها y محصور حول x=0,y=b,y=a خطوط و x=f(y)یمنحن نیب محصور سطح دوران از حاصل  حجم:  توجه

 : شودی م محاسبه

𝑉 = 𝜋∫ 𝑥2𝑑𝑦
𝑏

𝑎
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  .دیابیب را  ها y محور حول =y=8,y=0x,1 خطوط و 3y=xیمنحن نیب محصور سطح دوران از  حاصل  حجم: 10مثال

  

 : حل

 

𝑦 = 𝑥3 → 𝑥 = √𝑦
3  

𝑉 = 𝜋∫ 𝑥2𝑑𝑦 = 𝜋 ∫ (√𝑦
3 )2𝑑𝑦 = 𝜋∫ 𝑦

2
3𝑑𝑦 =  

93𝜋

5

8

1

8

1

8

1

 

 

 ی منحن دو نیب محصور سطح دوران از حاصل حجم

≥g(x) کهیبطور باشند وستهیپ [a,b] بازه در g,f تابع دو اگر 𝑓(𝑥) نیب محصور سطح دوران از حاصل حجم صورت نیدرا 

g,f خطوط وy=0,x=b,x=a محور حول x با است ابر بر ها : 

𝑉 = 𝜋∫ (𝑓2(𝑥) − 𝑔2(𝑥))𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

,y=√𝑥 نمودار دو نیب محصور سطح: 11مثال 𝑦 = 𝑥 محور حول را x دیابیب را شده دیتول حجم میدهی م دوران ها . 

 

 : میآوری م بدست رای منحن دوی تلاق نقطه ابتدا: حل 

√𝑥 = x → x = x2 → x2 − x = 0 → x(x − 1) = 0 → x = 0,1 



𝑉 = 𝜋∫ ((√𝑥
1

0

)2 − 𝑥2)𝑑𝑥 = 𝜋∫ (𝑥 − 𝑥2)𝑑𝑥 = 𝜋 [
1

2
𝑥2 −

1

3
𝑥3]

0

1

=
𝜋

6

1

0

 

𝑥 خطوط و y=sin x نمودار  نیب  محصور سطح: 12 مثال   =
𝜋

2
, 𝑥 = 0 

, 𝑦 = 0, 𝑦 =
1

2
 .  دیابیب را شده  دیتول حجم میدهی م دوران ها x محور حول  

 :  حل

 

sin 𝑥 =
1

2
→ 𝑥 =

𝜋

6
 

𝑉 = 𝜋∫ ((
1

2
)2 − (sin 𝑥)2)𝑑𝑥 + 𝜋∫ ((sin 𝑥)2 − (

1

2
)2)𝑑𝑥

𝜋
2

𝜋
6

𝜋
6

0

= π∫ (
1

4
− sin2x) dx + π∫ (sin2x −

1

4
) dx

π
2

π
6

𝜋
6

0

 

       = π∫ (
1

4
−
1 − cos2x

2
) dx + π∫ (

1 − cos 2x

2
−
1

4
) dx

π
2

π
6

𝜋
6

0

 

= π∫ (−
1

4
+
1

2
cos2x)dx + π∫ (−

1

2
cos2x +

1

4
)dx

π
2

π
6

𝜋
6

0

 

= π[−
1

4
𝑥 +

1

4
sin 2𝑥]

0

π
6
+ π[

−1

4
sin 2𝑥 +

1

4
𝑥]
π
6

π
2

 

= π [−
𝜋

24
+
√3

8
] + π [

π

8
+
√3

8
−
π

24
] =

π2 + 6√3π

24
 

 ی منحن قوس طول 

 :  شودی م محاسبه ریز صورت به بازه نیدرای منحن قوس طول باشد ریپذ مشتق( a,b) بازه در y=f(x) تابع هرگاه
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𝐿 = ∫ √1 + (𝑦′)2𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

𝑦ی منحن قوس طول: 13مثال  = √𝑥3 دیکن محاسبه را(  0.1) بازه در . 

 :حل

y = x
3
2 → y′ =

3

2
𝑥
1
2 

𝐿 = ∫ √1 + (𝑦′)2𝑑𝑥 = ∫ √1 +
9

4
𝑥   𝑑𝑥

1

𝑜

1

𝑜

 

𝑢 ریمتغ  رییتغ با فوق انتگرال = 1 +
9

4
𝑥 شودی م حل : 

du =
9

4
dx → dx =

4

9
dx 

∫√1 +
9

4
𝑥  𝑑𝑥 = ∫√𝑢 (

4

9
) 𝑑𝑢 =

4

9
×
1

3
2

𝑢
3
2 + 𝐶 

=
8

27
√𝑢3 =

8

27
√(1 +

9

4
𝑥)3 + c 

→ 𝐿 =
8

27
√(1 +

9

4
𝑥)3 |

1
0
=
8

27
√(1 +

9

4
)3 −

8

27
 

 ی منحن دوران از حاصلی جانب  سطح 

 ریز رابطه از ها x محور حولی منحن دوران از حاصلی  جانب سطح باشد ریپذ مشتق (a,b) بازه ر د y=f(x) تابع هرگاه

 . شودی م محاسبه

𝑆 = 2𝜋 ∫ 𝑦√1+ (𝑦′)2𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

  .دیابیب را ها x محور حول(   0 ,2) بازه در y=2x+1ی منحن  دوران از حاصل سطح: 14مثال

𝑦′ = 2 → 𝑠 = 2𝜋∫ (2𝑥 + 1)√1 + 4
2

0

𝑑𝑥 = 2𝜋√5∫ (2𝑥 + 1)𝑑𝑥
2

0

 

= 2𝜋√5[𝑥2 + 𝑥]0
2 = 2√5(6) = 12𝜋√5 



 

  مسطح هیناح کی  ثقل مرکز 

 و y=f(x) نمودار به محصور سطح    گاهیگران ای  ثقل  مرکز صورت نیدرا باشد وستهیپ [a,b] بازه در y=f(x) تابع هرگاه

 : شودی م محاسبه ریز رابطه  از که است c,ycc(x( نقطه =x=b,x=a0y, خطوط

𝑥c =
∫ xy dx
𝑏 

a

S
                                  yc =

1
2∫

y2   dx
b

a

S
 

  .باشدی م محصور سطح  مساحت s فوق روابط در 

 . دیابیب را ها x محور و =2x-1y به محدود سطح ثقل مرکز مختصات: 15 مثال 

 : حل

∫ xy dx = ∫ x(1 − x)2dx = 0
1

−1

1

−1

 

1

2
∫ y2  dx =

1

2
∫ (1 − x2)2dx =

1

2
(x +

1

5
x5 −

2

3
x3) |

1
−1

=
8

15

1

−1

1

−1

 

𝑆 = ∫ (1 − 𝑥2)𝑑𝑥 = 𝑥 −
1

3
𝑥3 |

1
−1

=
4

3

1

−1

 

→ 𝑥c =
o

4
3

= 0                       , yc =

8
15
4
3

=
2

5
 

) نقطه شده داده سطح ثقل مرکز نیبنابرا
2

5
  .باشدی م( 0 و 
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 4-11نیتمر

  .دیابیب را   شده  داده خطوط ای های منحن به محصور مساحت ریزی نهایتمر در -1

1)𝑦 = 𝑥2 − 2𝑥          , 𝑦 = 0 

2)𝑦 = 𝑥2 + 𝑥           ,          𝑦 = 2𝑥 

3)𝑦 = 1 − 𝑥2           ,          𝑦 = 0 

4)𝑦 = 𝑥2 + 1           , 𝑥 = 0      ,          𝑦 = 2 

5)𝑦 = 𝑥3                  ,         𝑥 = 1      ,         𝑥 = 2      , 𝑦 = 0 

6)𝑦 = 𝑥2 + 𝑥          , 𝑦 = 2 

7)𝑦 = 𝑥4                 , 𝑦 = 𝑥2     ,         𝑦 = 1 

8)𝑦 = √𝑥               ,           𝑥 = 0      ,          𝑦 = 4 

9)𝑦 = sin 𝑥             ,          𝑥 =
𝜋

4
         ,      𝑥 =

𝜋

2  
   ,    𝑦 = 0 

10)𝑥 = 𝑦2 + 1         ,          𝑥 = 𝑦 + 1 

11)𝑦 = cos 𝑥           ,          𝑥 = 0        , 𝑥 =
𝜋

2
 

12)𝑦 = sin 𝑥          ,            𝑦 = cos𝑥    ,    𝑥 = 0  , 𝑥 = 𝜋 

  .دیابیب را ها x  محور حول ریز  خطوط ای  یمنحن به محصور مساحت دوران از حاصل  حجم-2

1)𝑦 = 𝑥2           ,         𝑥 = 1         ,       𝑦 = 0 

2)𝑦 = 𝑥3           ,         𝑥 = 1         ,       𝑦 = 0 

3)𝑦 = 1 − 𝑥2  ,           𝑦 = 0 

4)𝑦 = sin 𝑥    ,            𝑥 =
𝜋 

4
     ,         𝑦 = 0 

5)𝑦 =
1

𝑥
        ,              𝑥 = 1       ,          𝑥 = 1    ,       𝑦 = 0 



6)𝑦 = |𝑥|      ,              𝑥 = −1   ,           𝑥 = 2     ,      𝑦 = 0 

7)𝑦 = 2𝑥     ,              𝑦 = 𝑥2 

  .دیابیب را ها y محور حول   ریز خطوط ای یمنحن به محصور مساحت دوران از حاصل حجم-3

1)𝑦 = 𝑥 2           ,       𝑥 = 0    ,     𝑦 = 1 

2)𝑦 = √𝑥          ,      𝑥 = 0     ,     𝑦 = 1 

3)𝑦 = 𝑥3          ,      𝑥 = 1      ,     𝑦 = 0 

4)𝑦 =
1

𝑥
           ,    𝑥 = 1       ,      𝑥 = 2    ,     𝑦 = 0 

5)𝑦 = √𝑥        ,    𝑦 = −𝑥 + 6                 ,      𝑥 = 0 

 

  .دیابیب را شده داده بازه در ریزی های منحن قوس طول-4

1)𝑦 = √𝑥3             ,     (0,4) 

2)𝑦2 = 4𝑥3           ,      (0,1) 

3)𝑦2 = (𝑥 +)3      ,     (0,2) 

 . دیابیب را کندی م جدا  y=√𝑥3ی منحن از x=1 خط کهی منحن  قوس طول-5

 . دیابیب را ها xمحور حول(  0,2) بازه در y=3x+2 خط دوران از حاصلی  جانب سطح-6

و0) بازه در  y=sin xی منحن دوران از حاصلی جانب سطح-7
π

2
  .دیابیب را ها x محور حول (

 . دیابیب را y=0,x=0 و  x+y=2خطوط به محدود مساحت ثقل مرکز  مختصات-8

 . دیابیب را ها x محور و =2x-4yی منحن به محدود مساحت ثقل مرکز  مختصات-9
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